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ES 前 言 2 


7 学 高 灶 寺 个 吕 元 , 尼 阳 发 痢 疆 我 们 身边 ， 只 不 过 我 们 已 经 习 以 /入 不 太 主 埋 E 喷 了 。 用 一 只 手 尊 不 
起 来 一 盆 水 ， 而 用 两 只 手 残 可 轻易 地 举 起 ; 直接 用 人 工 抬 不 起 的 重 物 , 用 “ 手 拉 戎 忠信 下 链 手 拉 前 上 ) 
歼 可 轻 另 吊 起 ; 孝 汪 开 彰 钱 出 愧 梢 重量; 沉重 的 人 力主 一 个 人 抽 不 动 而 几 个 人 同时 用 2 其 半角 竺 Vy 走 , 这 1 允 得 ， 

其 本 质 都 是 力学 原理 作用 的 结果 。 前 人 经 过 长 期 观察 和 洋 践 ， 逐步 总 结 出 了 力学 的 基本 原理 。 

就 静 力 学 而 言 , 从 世界 上 最 早出 现 的 有 天 力学 的 文字 ) 仑 术 加 于 中 国 二 的 墨 经 和 希腊 亚 里 士 多 德 
的 怕 蛙 子 ) 自 起 直到 力学 发 民族 -| ] 系 统 的 子 科 经 历 了 两 千 多 年 的 曼 攻 H 抽 有 人 从 可 白 尼 开间 部 开 始 
经 过 人 加 利 略 ,最 后 由 牛顿 总 结 归纳 ， 从 而 形成 了 “古典 力学 乓 所 整体 系 , 之 后 , 拉 检 明日 、 过 阴风 es 
lh 法 运用 到 力学 中 六 古 达 更 复 末 的 力学 浊 题 开 群 了 新 上 途径 , 古典 力学 是 以 牛顿 定律 为 基础 的 用 

究 运 功 束 度 远 小 于 光束 的 宏观 愧 | 梢 急 云 动 ; 而 和 且 抽 耸 力学 研究 的 是 可 与 汉 束 80 万 千 米 / 秒 ) + a 
量子 记 | 了 研 穷 浆 赂 y 子 的 运动 在 现 导 榜 中 , 古典 力学 1 然 起 着 巨大 的 作用 , 即使 在 一 些 估 ; 州 迟 技术 中 ， 
仍然 应 用 着 吾 典 力学 的 基本 原理 。 

理论 力学 (属于 古典 力学 3 范畴 ) 的 内 容 ， 可 分 为 三 部 分 : 

(一 ) 静 力 学 研究 力 系 的 简化 和 物体 在 力 条 作用 下 的 天 问题 

(二 ) 运动 学 一 一 研究 物体 运动 的 几何 | 生 质 而 不 涉及 力 的 作用 

三 ) 动力 学 一 一 研究 物体 的 运动 与 物体 上 所 受 力 的 关系 。 

力学 的 发 展 历史 说 明 强 旭 力 学 发 展 欣 原 泉 , 现世 生产 本 料 技术 和 有 和 邢 束 发 展 (如 工程 结构 的 受 力 平衡 
机 械 运 动 的 分 析 与 综合 甚至 于 目 动 化 远 中 二 守 改 宇 册 飞 行 等 ) 对 力学 提出 了 更 高 的 要 求 因此 ,工程 技术 
人 员 必 须 委 握 一 定 的 理论 7] 学 的 i 内, 才能 在 生产 江 8 才 应 用 这 些 规 律 ， 进 而 促 j 圩 村 技 术 和 生产 力 的 发 展 

本 册 更 力学 部 分 包括 事 力 学 基本 概念 和 公理 平面 汇 交 力 系 、 平面 力 偶 系 、 平面 任意 力 系 、 空间 力 系 、 
摩擦 、 重心 。 欢迎 读 才 阅读 有 测 富 提出 批评 指正 ， 以 便 共 勉 。 
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e。 考虑 摩擦 时 物体 的 平 交 问题 (解析 法 ) 
。 摩擦 角 和 自 锁 的 几何 条 件 

e。 考虑 摩 控 时 物体 的 平 交 问题 (几何 法 ) 
。 滚动 摩擦 简介 

。 小 结 

空间 力 系 


。 力 在 空间 直角 坐标 系 上 的 投影 
。 空间 汇 交 力 系 的 合成 及 平 离 

。 力 对 轴 之 窍 

。 空间 任意 力 系 的 平 诡 方程 式 

。 空间 力 系 问题 的 平面 解法 
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。 重心 和 形 心 的 坐标 公式 
。 确定 重心 位 置 的 方法 
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EF - BB 
& 静 力 学 基础 3 
ey 万， 
A FR == 
三 人 与 大 力士 角逐 其 位 时 
力 分 别 为 8、E、E, 试 求 大 力 
士 用 多 大 拉力 , 才能 使 澡 厂 持 
不 动 ? 


箱 体 总 重 C-500kg,， 设 箱 体 与 地 


座 式 求 =| 看 一 蝇 直 日子 ， 已 知 G， =00kg， GO, =25kg, 
面 间 的 黄 探 系数 . 广 0.4， 试 ; “人 的 正太 日 长 /= 2m， 您 能 准 和 租 算出 议 吕 二子 
推力 局 多 大 时 才能 推动 木 箱 ? : ed 
























毅力 学 古 形 浙 体 在 力 系 
作用 下 的 平衡 条 件 的 科学 。 
村 ee 


平衡 是 指 物体 相对 于 地 面 
全 项 天 上 或 做 匀速 直线 运动 。 

网 本 是 指 在 力 的 作用 下 ,内 
部 任意 两 点 之 间 的 中 请 始终 保 
持 不 变 的 物体 。 

几 个 TH 全 曾 二 一 定 联 系 给 芭 
的 系 纪 用 以 网 盯 系 ,用 | 物 系 。 

力 是 物体 之 间 的 相互 机 械 
作用 , 不 但 有 大 小 作用 点 ， 
而 且 具 有 方向 性 。 


力 是 一 个 矢量 ! 
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< 毅力 学 基础 一 前 办 区 基 沾 和 人 
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全 和 天 个 质 坪 癌 鸭 有 沿 两 个 质 
点 间 的 连 线 而 相互 吸引 的 力 , 引 
力 的 大吉 两 个 质点 的 所 
积 或 正比, 跟 它们 间距 离 的 平方 地 
成 反比 | 地 球 


yom 
球 





、 gal 





当 用 扳手 旋 紧 拍 施 ) 螺母 时 , 一 般 是 在 人 点 沿 看 力 
的 方 种 ,这样 产生 的 力矩 较 大 , 效果 明显 , 螺母 施 得 
更 紧 。 如 果 在 B 点 施 力 , 则 力 辟 较 短 , 力矩 较 小 。 如 果 


开门 时 , 一般 是 沿 着 拉 
力 严 的 方向 : 如 果 按 照 力 沿 着 力 F 的 方向 ， 则 起 不 到 旋 紧 螺母 的 作用 。 


F 的 方 回 ， 那么 无 论 是 拉 这 和 二 吴 己 。 /八方 后 0 BE 
或 推 ” 门 都 无 法 打开 . 所 以 , 力 的 三 要 素 是 : 大 小 , 方向 和 作用 点 。 


HH DS 
多 ”为 的 表示 方法 
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a mm 

a Kk 箭头 指向 表示 力 的 方向 

这 时 对 绳索 施加 了 拉力 ! 上 线形 钝 点 或 终点 表示 略 的 
加 一 个 有 大 小 加 nf a 

用 点 的 矢量 。 义 字 符号 用 黑体 字母 f 表 示 





对 于 矢量 在 图 上 用 一 个 带 Cy N ny I 内 业 力 的 天 时 于 与 Hj 刚 用 二 表示 














箭头 的 线段 表示 。 线段 的 长 ET 力 的 单位 : 
RS 
度 | 过 一 定 的 比 殉 :表示 力 的 大 全 bl 用 1mf 污 TOON 的 力 溯 牛人 或 f 牛 人 


和 这 时 的 比例 为 


a 


工程 单 
位 制 : 


HER PY] 革 
1kgf=9.8N 





滑冰 车 时 ， 人 通过 双 杆 施 力 于 冰 面 , 冰 面 对 
双 杆 的 反作用 力 使 冰 车 向 前 滑行 ! 


一 个 物体 对 另 一 个 物体 有 一 个 作 喷气 式 措 | 在 反作用 力作 用 下 
用 力 的 同时 另 一 个 物 相 十 敌 本 必 向 前 飞行 ! 
有 -一 个 反作用 力 这 两 个 力 大 /上 
用 力 推 箱 时 人 手 方 回 人 由 反 、 治 着 同一 直线 有 目 分 别 作 
ei 人 手 的 用 于 两 个 相互 作用 的 物体 上 。 


走路 时 , 脚 用 
tb taal7 
| 全 才 可 的 反作用 力 | 
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钢 素 中 挂 “| 
着 处 | 


作用 于 刚体 上 的 两 个 力 , 使 刚体 \ 
处 于 平稳 基态 的 充分 必要 条 件 是 : 
这 两 个 力 大 小 介 等 、 方 向 相 


、 且 作用 在 同一 直线 上 。 巷 一 网 响 本 受到 | 两 个 力作 用 
而 处 于 平等 估 太 则 此 二 力 的 
方向 必 在 二 力作 用 点 的 车 线 上 ， 
且 等 值 反 向 ， 此 刚体 利 汐 二 力 构件 
( 见 左 图 ) 。 
Fe= Fc， 方向 相反 且 在 一 条 直线 上 。 










KK 静 力学 基础 一 痊 力 党 基本 公理 》 
从 F 


作用 于 刚体 上 某 点 的 力 , 可 沿 其 作用 线 
和 人间 点 ,而 不 改变 此 力 对 网 
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EE = 一 ~- 加 加 加 一 w 
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在 已 知 力 系 上 加 上 或 减 去 任意 的 平衡 


3 1) 设立 | 休 上 人 A 点 。 


© 沿 力 的 作用 线 在 刚体 内 任 取 一 点 B 并 在 B 点 加 一 平 
衡 力 系 五 与 已 ， 使 - 瑟 = 玉 = 下 (上 图 ) 。 
B) 由 于 五 = 已， 反 回 且 共 线 ， 故 根据 公理 三 二 者 抵消 ， 


只 剩 下 5 有 和 , 即 相当 于 力 忆 从 A 点 传递 到 B 点 。 


则 从 洪 斗 蚤 书 









KK 力学 一夫 污 基 本 公理 > 
平衡 汇 交 定理 是 


三 思平 衡 :CC 
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作用 天体 上 三 八 上 互 各 的 力 , 若 其 中 两 个 力 的 作 
用 线 汇 交 于 一 点 , 此 三 力 则 必 在 同 -平面 内 , 目 第 三 个 
力 的 作用 线 通过 汇 交 点 。 


公理 

作用 于 物 洒 上 同一 点 的 两 个 力 可 以 全 擅 一 个 

合力 . 合力 也 作用 于 该 点 上 , 其 大 小 和 方向 由 这 

两 个 力 办 过 所 悔 项 9 平行 四 边 下 各 括 线 天 证 
(上 图 ) 。 






/WA 


AB+ 的 反作用 访 沿 姜 
CD 延长 线 方向 。 








当 洒 占 四 机 书 导 斗 … E i 









$ 导 
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~ A 人 A 点, 鲍 链 人 处 
Ey 的 反作用 力作 用 
G 与 H 点 Sa 人 交汇。 





心 





< 者 力学 其 础 一 芍 未 与 芍 未 瓦 力 》 
as Ee | 一 一 一 俩 二 村 者 于 力 移 轨 宇 寺 四 人 下 


重力 一 一 地 救 盾 放 梢 角力 , 高 处 玉 知 的 
和 ERE 里 力 的 作用 国生 物体 会 在 重力 的 作用 下 做 自由 落体 运 约 

下 会 往 下 挥 , 但 受到 

钢 索 的 约束 ， 钢 索 限 


\ 
AD 


位 移 受 到 限制 的 物体 秆 为 非 目 由 体 ， 


束 
2 对 上 则 梢 4 类 新 名 网 作用 的 周 国 
议 多 物体 称 为 约束 。 
| 约 末 所 诉 相 人 名 网 作用 的 力 , 称 





















拉 ， 且 沿 钢 索 
拉 伸 方向 ! 





< 天 
-= 
ps 


人 








条 所 构成 的 约束 。 

这 类 约束 只 能 受 拉 , 不 能 受 
压 并 且 只 能 限制 物 林 人 霹 Ry 
伟 方 向 的 去 未 在 从 十 月 重 站 傈 
件 下 绢 和 壳 两 谓 受 拉力 作用 后 成 
一 直线 它 的 受 力 内 为- 个 二 
力 构件 在 平 类 时 , 这 两 个 力 的 
OE ES | 


9 人 人 玉 、、、、、、、、、、 ~、 


C4 






人 角力 学 基础 一 约 亲 己 约 永 有力 前 
< | 


两 个 互相 圭 曲 4 
体 , 如 接触 面 很 光滑 , 则 可 
略 去 摩 深 力 三 十 这 类 床 不 A 弛 R 
制 物体 滞 约 际 表 醒 7 基 方 向 的 去 翅 
只 能 限制 物 信友 接 针 面 法 线 方向 的 运 
动 因此 4 卫 反 力 的 方向 总 时 全 兰 曙 
的 公法 线 送 和 身受 力 物 本 而 这 种 的 
束 反 力 tb 十 汶 法 向 反 力 , 一 般 以 
符号 及 表示, 下 标 人 通常 
用 学 明 接触 部 位 . 


顺 时 针 旋转 
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* 这 州 i sh F 沿 络 Ey 和 

方 器 , 气 末 内 壁 对 活塞 为 他 十 麻 探 力 的 约束 人 人 二 个 沿 

人 根据 三 力 平衡 C 交 定理 , 玉 、F 
yy 并 交 于 B 总 。 


从 以 上 两 例 可 见 ， 当 物 | 本 弘 骨 道 约 来 |, 全 

















上 图 所 示 为 一 凸轮 机 
构 - 凸轮 与 推导 在 E 点 接 















触 ， 改 串 老 给 推 什 的 约束 GD 当主 动力 的 人 用 点 汇 交 在 构 体 与 油 谢 估 过 条 面 内 时 物 | 本 
反 力 Fe 的 方向 为 凸轮 曲 无 倾斜 旋转 的 倾向 , 滑 道 对 物体 的 约束 反 力 只 有 一 个 ,其 方 


> 线 上 E 点 的 法 线 方向 , 推 
六。 杆 在 负 共 尺 和 约束 反 力 Fe 的 作用 下 会 发 生 倾 生 
扒 村 与 滑 道 的 接 租 点 为 b_C 故 滑 道 给 予 推 村 的 


向 垂直 于 接触 面 ， 如 上 图 中 活塞 受 力 的 情况 。 

@ 当 主动 尹 攻 用 点 汇 交 存 物 傈 与 ;项 剖 外 请 抽 村 物 
体 因 有 二 怕 儿 而 5 而 与 兆 道 有 两 名 二 既 接 负 , 约束 反 力 有 两 个 
各 在 物体 表面 拉 触 点 的 法 线 方向 , 如 左 图 中 心 办 机构 的 崇 兄 人、 
SS A 












2 A 及 此 F 力 通常 用 一 组 大 小 未 知 的 相 
互 垂直 的 F.、F, 来 表示 , 如 左 图 所 






Re 
NS 


















Z 匀 链 约束 为 两 构 | 引 有 用 贺 
柱 定位 销 所 构成 的 连接 。 












< 用 圆 裕 溪 ] 和 连接 的 两 个 构件 中 有 一 








个 是 固定 件 , 称 为 支 座 , 圆柱 销 钉 连 于 其 结构 加 iH 堆 浅 三 一 个 
支 库 上 , 另 -构件 本 红 出 振兴 ] 中 由 转 构件 是 固定 连接 而 与 另 一 







结 恰 旬 图 如 上 图 所 示 。 文 座 圆 柱 刘 和 与 
构件 之 间 的 配合 为 有 旧 隐 的 光滑 内 了 与 
圆柱 面 , 假设 两 个 光滑 面 接触 , 约束 反 


个 构件 是 活动 配合 即 构 件 
的 了 [ 径 赂 大 于 贺 枉 淹 ] 的 直 
径 ( 见 上 图 ) 。 











NS 


国定 匀 链 支 座 所 连接 的 是 二 六 















痊 两 面 接 币 点 的 公法 线 方 同 , 故 约 素 力 二: 姑 二 立 . 二 。 

se | I | 这 种 连接 使 两 构件 相互 构件 ”(CB 杆 ) ; 

人 线 必 通过 圆柱 销 小 \ 线 ， 0 ,Te 听 一 

Ee 限制 了 彼此 平移, 而 固定 锐 链 支 座 拆 竺 赚 的 是 三 力 

趋势 来 定 。 只 存在 相 X 插 起 九 饮 链 约束 构件 AB 杆 ) . 本 本 
因此 国定 匀 链 支 座 有 一 个 通过 圆柱 按 其 中 一 个 构 和 个 的 固 十 形式 GB 闫 定 钱 备 支 座 有 用 车 济 外 纠 牛 受 








氏 钉 中心 大 小 未 知 及 方向 不 明 的 约束 


可 分 为 固定 锐 链 支 座 和 活动 
反 力 FA， 如 上 图 所 示 。 


页 | 平行 力 系 
鲍 链 文 座 。 





殉 力 学 基础 一 约 未 与 多 未 及 力 


滚动 柱 贸 链 支 座 


es NS 
滚动 柱 铵 链 支 座 的 代表 符 家 


一 < 
入 在 桥梁 屋 架 等 结构 中 常用 一 种 安装 在 几 个 车 
柱 肉 家 子 上 的 匀 链 支 座 , 支 座 在 滚 子 上 可 任意 左右 
移动 允许 两 支 座 间距 离 有 变化 , 称 为 容 动 柱 绞 链 支 
座 ， 如 左 图 所 示 。 

支 座 只 能 限制 构件 沿 支承 面 垂直 方向 的 运动 故 
深 动 柱 贸 链 支 座 的 约束 反 力 必定 通过 贸 链 中 心 ， 并 与 支承 面 
互相 垂直 。 





一 本 


A 一 一 4 nD Fp 
Fa BB/ 
G 


( 物 系 细 化 ) 


解除 约束 后 的 物体 ， 称 为 分 离 体 。 
画 出 分 离 体 上 所 有 作用 力 的 移 到 称 为 受 力图 
显然 取 分 离 森 并 男 出 已 的 受 力 图 是 稻 太 -4 
学 问题 的 最 基 直 不 P。 确定 研究 平衡 可 题 的 对 象 ， 
关 高 青 物 人 林 所 受 主 动力 与 约束 反 力 的 个 数 以 及 约 
束 反 力 的 方向 , 物体 的 受 力 束 从 这 个 基础 开始 
对 于 刚体 系统 物 系 )， 约 来 还 可 分 力 儿 来 与 
内 约束 , 例如 左 图 所 示 起 重 染 上 A《 钦 备 为 外 
在 它 受 | 环 和 外 入 Es 必 陈 反 外 用， 所 来 ,而 钦 链 BB 为 内 约束 。 物 系 外 的 物体 对 物 系 的 作 
为 司 示 构 ( 特 5 受 力 坟 见 就 这 而 俘 40 伟 解除 用 力 称 为 外 力 ， 而 物 系 内 部 各 物体 之 间 的 相互 作用 力 称 为 
而 以 约束 反 力 来 表示 原 有 的 约束 作用 。% RU 





静 力学 基础 一 受 力 周 >》 


内 力 与 外 力 又 有 PE 关 物 系 的 则 分 而 由 瑟 转化 有 到 寺 ;| 系 
是 内 力 而 对 单个 物体 又 成 为 外 力 ， 因此， 显示 物 系 内 力 的 叭 
一 办 去 就 是 缩小 画 分 离 体 的 对 象 , 而 将 内 力 转化 成 外 力 


ss 
取 横 梁 AD 办 
分 离 体 时 ， 鲍 链 
B 人 喜 护 了 多 球 
此 外 的 反作用 力 屎 
ES 便 由 内 7 者 寺 牙 
饮 链 B 为 内 约束 该 点 所 产生 的 作用 与 
反作用 力 均 称 为 内 力 。 
内 妃 是 愧 系 R 攻 于 术 忆 本 的 作用 与 反 作 
用 力 , 它们 总 是 以 等 值 反 回 、 共 线 的 形 取 斜 支撑 BC 
式 存 在 , 故 物 系 内 力 的 总 和 为 零 。 内 力 不 为 分 离 体 时 ， 贸 
能 改 空 物 系 的 机 械 运 动 因此 在 整个 物 链 B 处 的 内 力也 
系 为 分 离休 的 受 力 图 上 只 能 画 出 外 力 而 不 ead 
能 画 出 内 力 变 成 了 外 力 ! 
SS | o CN 
















SS 
实例 : 电灯 哇 ) 受 重 
外 用 和 有 | 可 肘 坦 氏 和 加) 
但 上 方 覆 岂 线 人 一 信 义 


















则 不 应 画 出 内 力 。 NS 








内 约束 未 被 分 离 ， 












反 力 (身上 的 拉力 ) ,使 未 被 分 高 ， 则 不 应 画 出 内 力 。 
电 人 J 于静 I 上 侠 和 隐 状态 解除 研 90X] 级 所 甩 用 扒 束 , 才能 画 出 约 来 外 力作 为 


@ 《一 一 一 一 一 一 
了 S 
加 


外 力 , 如 上 图 中 的 乌 链 A 及 C 约束 解除 后 画 出 约束 
四 FRR Fes 









以 电 KJX 离 本 画 其 







人 EH FE 王 几 重力 9 物 系 的 内 约 来 被 分 离 时 , 要 注意 物 系 中 名 物 { 林 目 
和 约束 反 力 (5) 即 可 , 电 互 受 力 之 间 的 作用 与 反作用 的 关系 。 如 上 图 饮 链 B 


被 分 离 后 的 受 力 情况 , Fe 与 F 之 间 的 关系 


桐 怀 “ 帮 | 和 质 画 络 康 反 放 的 访 [5 


大 攻 电 弹拨 角 力 媳 和 在 
电线 上 ， 故 不 需 画 出 ! 


受 力图 中 只 画 分 
离 体 受 其 他 物体 作用 的 
力 , 不 画 分 离 体 对 其 他 物体 
所 施 的 力 ! 








。 19 。 


当 以 全 车 为 研究 对 象 时 , 如 
上 图 所 示 。 除 去 约束 (地 面 ) 。 
C DE 三 个 车 轮 处 的 约束 反 力 
为 PFC Fe、 Fe 翻斗 告 的 车 体 月 重 G、 
载 傈 Fp 为 主动 力 。 
此 时 贸 链 A、_B 为 内 约束 , 故 在 图 中 A、B 


斗 
为 
全 
Ey 
对 
象 


SS 


当 以 翻斗 为 研究 对 象 时 , 如 


定 贸 链 支 座 , 在 A 点 画 出 x 及 y 方 向 的 约束 
反 力 B、 Fv。 原 物 系 的 内 力 转化 为 翻斗 的 约 





一 一 一 一 一 一 一 一 一 和 人 天井 


碟 形 螺母 
一 


已 知 打 紧 螺 母 时 拉 紧 饥 


旋 紧 碟 形 螺母 
时 , 根据 螺旋 副 的 
相对 运动 规律 ， 
其 靖 面 不 能 表 移 ， 
必然 抽动 No1 拉 紧 
螺栓 前 进 ,通过 销 
钉 对 锯条 产生 拉力 


人 a 
拉 紧 螺栓 





。 77 。 


销 钉 a 在 螺旋 副 作 
用 下 前 移 , 因而 对 锯条 
产生 拉力 。 


况 力 学 基础 一 迫 力 图 


外 打 b 为 固定 点 它 
受 锯 马 约束 ! 


RD 


_ 销 钉 a 在 螺旋 副 的 作用 下 
前 移 ， 因 而 使 锯条 拉 紧 , 销 
4 这 中 丰 | 号 4 当 下 趣 <- 上 ,十 J 不 坊 未 
0 前 移 , 产生 约束 反 力 已 且 
因而 产生 反 力 。 =。 





况 力 字 基 础 一 迫 力 图 


将 前 半 马 和 后 半 
视 为 一 个 分 离 体 ) 


> / ~ 
和 J 
WY” gn 


Je 


> 销 钉 b 对 锯 
SO 条 产生 约束 反 
Ws 作用 力 的 同时 


拉力 , 同时 受到 锯条 对 对 它 的 反作用 锯条 ?省 陛 Ja 和 b 的 反作用 力 , 使 左 江面 拉 
它 的 反作用 力 ml 力 | 紧 螺栓 ) 向 右 压 缩 锯 己 ; 右 端面 (手柄) 向 左 


压 编 嘱 马 ， 因而 锯 弓 受到 压力 , 且 FY= 太 。 


~ 





。2723 。 


由 一 
人 ox 铺 


< 
在 主动 力 五 的 作用 下 前 半 弓 类 洛 LC (了 血 ) 和 点 溯 后 半 己 不 但 受到 主动 力 忆 的 作用 ， 同时 受到 前 半 己 丰 漠 

存 崩 D 点 必然 向 上 给 后 半 己 以 压力 局， 同时 也 受到 反作用 D 处 给 予 的 压力 局 ， 前 半 己 铀 FLC 处 不 但 受到 少 Jc 的 压 

力 已 .在 已 及 羽 的 作用 下 , 铺 fLC 处 必然 向 右 下 方 移动 ， 力 F、Fy, 同时 4 滞 LC 也 给 了 4 滞 Jc 相 等 、 反 向 的 反 作 


用 力 F、 民 。 





。 7)4 。 


各 拉 紧 螺栓 受 力图 mm 受 
fe? ‘ 


pF 
2 


A 


( 手 栅 受 力图 ) 


次 紧 碟 形 螺母 时 ,将 使 拉 紧 螺栓 前 移 , 销 钉 aS 
a et re 销 杀 b 对 锯条 产生 作用 力 己 的 同时 , 销 #Jb 也 受到 
反作用 力 刀 ,在 反作用 力 玉 的 作用 下 碟 形 螺 母 的 了 锯条 对 它 的 反作用 力 忌 , 在 已 的 作用 下 , 手柄 端面 
端 面 受到 了 反 向 的 力道 吉 几 肛 姑母 的 内 螺纹 受到 了 锯 弓 给 予 的 反 向 压力 及。 

把 压力 叉 传 到 了 拉 紧 螺栓 上 。 





静 力 学 的 主要 任务 


研究 力 系 的 简化 及 物体 在 力 
系 作 用 下 的 平衡 问题 。 


Ci 
| 


空间 汇 交 力 系 
空间 平行 力 系 


线 
的 
位 
置 
EE 
区 
分 

| 


酒 谭 斗鸡 丑 洪 二 


NN 


。 260， 


平面 汇 交 力 系 就 是 各 力 的 
作用 线 都 在 同一 平面 内 且 
汇 交 于 一 点 的 轧 系 。 

如 何 解决 平面 汇 区 力 系 的 
问题 ? 有 以 下 两 种 方法 ! 





力 的 平行 四 边 形 法 则 


作用 于 物体 上 同一 点 
的 两 个 力 的 合力 也 作用 于 
该 所 上 其 大 省 n 方 由 
这 两 个 力 为 OP 和 RN 
行 四 边 稍 级 拉线 标示 

( 左 图 ) 。 





。 7/ ， 


Ym 几 上 作用 有 ;C3 于 A 
点 的 两 个 力 f、, 来 角 为 0。 

其 合力 及 的 大 小 与 方向 由 
力 互 、 互 所 构成 的 平行 四 边 
形 的 对 角 线 将 攻 寺 合力 到 的 
作用 点 妈 为 力 F 与 志 的 [交点 
到 b) , 合力 .的 矢量 表达 


力 的 平行 四 边 形 法 则 


AN7 
 ; 隐 便 起 见 可 省 略 4C 与 矶 


从 留 下 的 ABD 即 可 解 得 对 力 
的 大 小 与 方向 , 如 上 图 c 所 示 , 在 
五 力 末端 连 上 已， 再 将 力 的 始 六 
人 与 的 末端 D 相 连 , 即 4D 为 合 
力 剑 。 上 由 声 ) 沪 来 两 汇 交 力 合 力 的 
三 角形 法 则 。 

如 严格 按 一 定 比例 作 图 , 合力 
及 的 大 小 及 方向 则 可 由 图 上 量 得 
此 法 简便 ， 但 作 图 易 有 误差 。 


SS 
如 才 精 确 角 则 可 以 用 人 弦 定 
理 计 算 : 
由 人 ABD 可 得 
R= +h -2FF cosy, 
DO =180 -a 
“FF =F +F +2Fh,cosa 


Fe=VF +h +2FF, cosa 

再 由 正弦 定理 定 其 方向 : 
bf Fr 

Sn sin(180 —a) 





合成 的 几何 法 


Em 和 
| 全 
BN 


利用 平行 四 边 形 法 则 逐步 求全 力 


\) 

设 厦 林 上 及 1、 A， 由 上 图 可 见 , 中 间 力 &、 环 ;可 由 力 多 边 形 去 则 求 和 对 力 环 , 其 
ee mi 来 合力 时 省 略 , 欲求 力 系 的 合力 , 可 将 各 力 作用 点 人 为 各 力 的 汇 交 点 ， 而 且 合 
只 需 连 续 应 用 力 的 三 角 珍 去 则 ,有 即 F、.…F, 首尾 相 接 ,形成 一 条 折线 ， 力 尺 的 大 小 和 方向 与 各 力 相 加 的 次 
先 求 有 成 的 合力 名 ,再 求 久 与 连接 其 封闭 边 ， 即 从 FP 的 始 端 指向 序 无 关 。 

PN A F, re 即 得 合力 的 大 小 及 方向 。 上 这 的 天 量 加 法, 可 以 推 | 到 nm 
0 法 称 为 力 的 多 边 形 法 则 个 力 的 汇 交 力 系 求 合力 的 情况 , 其 


Fi=F+bht+t...+E+F ZF 





平面 汇 交 力 系 - 一 平 耐 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 “7 


8 四 加 网 NS 
同一 平面 的 三 根 钢 索 连接 在 一 个 固定 下 上， 如 
左 图 所 示 , 已 知 三 根 钢 索 的 拉力 分 别 为: f=500N, 
R=2000N 。 


试用 几 醋 图 法 , 求 三 根 钢 索 加 在 不 上 的 作用 力 合 


量 得 k 续 合力 五 的 长 度 上 11am ， 
< 度 贝 RH" 实 不 六 
比例 尺 天 =- 则 棘 的 实际 值 为 


现 确定 用 1cm 代 表 250N， 
即 2 代表 250N 关 = 


250 
作 力 多 8 先 和 和 分 j52 力 。 节 人 ~ 
的 比例 尺 K, 得 到 各 力 的 相应 长 度 : A 
=500x -=2om ,4 


1 
FF =1000x—=4cm 
2. 250 Xe 


1 
2000x— =8em 测量 可 知 全 力 及 与 有 的 夹 角 为 7130。 
50 SN 2 





工程 中 常见 的 力 的 0 2 SS 
分 解 居 | 等 一 个 已 自力 工程 中 最 常见 的 | 害 兄 是 将 


分 个 一 个 力 按 两 个 已 知 方向 进行 
avi 5 分 解 . 例如, 在 讨论 直 齿 医 
4 rear Es Ra ?条 且 ， pd 
由 这 pe " x ni 所 了 分 解 池 8 内 齿轮 % 分 上 加 
线 二 以 作出 无 穷 多 个 NN 三 / 线 方 四 的 分 力 一 一 圆周 
平行 四 边 形 。 力 愉 ， 和 指向 圆心 方向 的 分 
力 一 一 径 向 力 。 齿轮 分 度 
> 圆 的 切口 与 齿 请 斩 开 线 的 法 
(1) 规定 两 个 分 力 的 方向 轩 < 吧 5 即 齿轮 讨 力 .的 方向 ) 所 夹 的 角度 和 汐 压力 角 (一般 
xa=20) 。 现 已 知 愉 的 大 小 及 方向 , 即 以 5. 力 为 对 角 线 分 
度 圆 的 苛 问 及 径 四 为 两 边 作 出 平行 四 边 形 平和 了 mi 的 
(2 ) 规定 两 个 分 力 的 大 人 小 两 边 即 为 nh 与。 由 上 图 可 知 


F=F .coso 
(3 ) 规定 其 中 一 个 分 力 的 F=F.sina 
大 小 和 方 辣 





7 平面 汇 交 力 系 一 年 耐 汇 交 力 系 半 衡 的 几何 条 件 站 
py 
mm. {8 


力 多 边 形 目 行 封闭 


平衡 的 几何 条 件 


求 出 已 ,个 力 的 合力 民 


7/ 
平面 [ 交 力 系 本 以 用 -人 合 


7 村 薪 , 因此 , 平面 汇 交 力 
系 平 贷 和 记 分 必要 条 件 业 六 力 
系 的 合力 等 于 零 。 此 结论 可 用 
天 量 形式 表达 为 
Ft+bEt+...+F =2F=0 
在 此 | 语 多 下 画 力 系 的 多 边 
形 必然 呈现 出 最 霖 一 个 力 的 


会 


HAH 


四 据 VY 
终 记 和 第 一 个 力 的 验 阅 重合 


封闭 边 的 长 度 为 零 。 
由 此 可 得 平面 汇 交 力 系 
平生 的 川 有 件 为 : 各 作用 力 
Fi、F2、…、 怀 所 构成 的 力 多 
边 形 上 自行 封闭 (上 图 。 
用 响 开 去 解 物体 受 平面 汇 


区 力 系 作用 的 oR 应 


VY 
先 选 定 力 比例 尺 , 然后 可 不 
按 次 序 地 逐个 首尾 相 接 , 画 
出 全 部 已 和 量 , 再 扫 力 多 坟 形 
应 所 尘 搁 的 从 朵 件 画 出 示 
基 量 ,未知 量 可 直接 在 图 上 
旱 拷 粳 用 图 形 的 /UH 大 系 解 
出 。 





起 重 机 吊 起 重 G = 10kN 的 多 管 如 左下 图 所 示 
已 知 c =15- 
试 求 钢丝 强 所 受 的 拉力 。 


0 因 因 BEE 
汇 交 于 吊 钧 人, 故 取 吊 克 A 
为 研究 对 象 , 并 画 出 其 分 
离 体 受 力图 。 


FT 
A 
/TB 

ATC 


WO) 选取 天 当 的 比例 尺 A, 作 
i eh 先 画 已 
FA=G, Adef 即 为 所 求 的 


封 | 六 的 力 三 角形 。 现 确定 用 1cm 代 靶 


2.5KN ， Bl]K: = (em/ KN) 


2.5kKN 
lem 三 TB 


/ 一 
Fritc 机 
8 从 ji 和 有 敌 得 出 结 杂 可 虹 骨 外 
Fs=Fc= je/ 后 =19kN 
44) 若 对 力 三 角形 ^edf 进 行 计算 , 得 
SOZX) 
=3/Smnl3 =19.3kN 





如 应 用 “解析 
法 ”来 解决 平面 
汇 2 力 和 列 鸭 5 题 
主要 研究 右 方 所 
示 的 几 个 问题 ! 


通过 力 F 的 两 端 向 坐 慰 轴 5 | 重 线 
得 垂 足 a、b 和 a、。b', 线段 0 与 a 
分 别 为 力 F 在 X 轴 与 y 轴 上 的 投影 ， 

算 忆 、 五 。 
投影 的 正 负 号 的 规定 为 : 从 a 到 b 

或 从 a 到 zp') 扣 目 5 与 坐标 轴 的 正 向 
相同 为 正 ， 相反 则 为 负 。 

设 已 知 力 F 的 大 小 及 力 F 与 X 轴 的 
夹 角 为 c。 由 左 图 可 知 


r=Fcosa 


UY 
如 将 力 F 沿 x、 y 坐 标 轴 分 解 , 所 
得 分 力 5、 的 值 与 F 力 在 同 轴 的 投 
影 、 马 值 相等 , 但 需 注 意 ， 轴 
影 是 代数 量 ， 而 力 的 分 力 则 是 矢量 。 
若 已 知己 到 的 值 力 F 的 大 小 与 
方向 可 按 下 式 求 出 


F=VF +F? 


rF 
tan w =|- 一 
5 



















四 平面 江 交 力 条 合成 的 解析 法 7 


刚 | 本 受 三 个 ;CX 力作 用 求 出 合力 并 投影 









分 力 家 同一 加 上 投 
有 的 代数 和 。 













设 刚 体 受 三 个 汇 区 于 A 点 的 作用 力 乒 
F、 玉 作用 (右上 图 a) 。 其 合力 为 到 全 
上 图 b) ， 并 作用 于 A 点 。 即 

如 三 和 十 如 十 如 

取 坐 标 系 oxy, 先 用 败 友 去 求 合力 及 , 男 
出 力 的 多 边 形 , 将 合力 到 及 力 系 中 各 力 玖 、 


已 、 得 


Fr BS sy 
Vo BE I PE 


上 式 表 明了 合力 的 投影 定理 



















因 ad=ab+bc-cd 
BF =F, +h,,+h,, 


同 理 ， 可 得 有 到， yt Ly 二 /3 
上 述 关系 对 于 由 个 六 组 妇 盾 
面 汇 交 力 系 也 成 立 ， 即 





平面 汇 交 力 系 一 平面 谍 交 力 条 合成 的 解 看 法 7 


平面 汇 交 力 系 求 合力 症 关 一 一 一 一 
的 解析 法 | 


了 设 在 刚体 上 4 点 作用 有 平面 并 
区 力 系 万 、 F,、 机 OE 僻 求 
此 力 系 的 合力 时 ， 应 先 选 定 坐 
标 系 ooj， 然 后 将 力 系 中 各 力 向 
区 首先 求 出 力 及 在 X y 轴 上 的 投影 , 根据 色 股 定律 即 可 
Fr. 和 WF、 A “I、 Fe 及 用 求 得 合力 人 Wi AE EBL 
合力 投影 定理 求 出 合力 在 这 | 
两 四 上 的 提 影 ， PN 
FP =2F 根据 上 面 公 
-2F 式 计算 合力 
,的 大 小 
然后 按 公 式 算 出 合力 的 大 小 和 
三 同 ， 此 法 称 求 平面 汇 交 力 系 
合力 的 解析 法 





平面 汇 交 力 系 一 平面 汇 交 力 系 合成 的 解 白 法 》 


平面 汇 区 力 系 平衡 的 
解析 条 件 


> 太 =0 
FP,=0 

当 物 体 在 平面 汇 交 力 系 作 用 下 而 处 于 
平衡 状态 时 ， 力 系 中 各 分 力 在 两 个 坐 
标 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 。 


平面 汇 交 力 系 可 以 用 一 个 人 /再任 
因此 , 平面 汇 交 力 系 平生 这 分 必要 条 
件 为 该 力 系 的 合力 等 于 零 。 
BE=EF=0 

将 合力 不 分 别 向 x、y 轴 投影 , 即 得 
平衡 的 解析 条 件 为 


2 0 2 一 0 


称 为 平面 汇 交 
力 系 的 平衡 方 
程 ， 或 简称 为 
投影 方程 。 
F s 
用 以 上 方程 式 解 题 时 , 可 以 任 
意 选 取 坐 标 轴 的 方向 , 当 物 体 处 
于 平 筑 有 ,在 八方 向 ,其 运动 
状态 都 不 会 发 生变 化 , 所 以 在 任 
们 方向 , 力 系 投影 之 和 必须 为 堆 ; 
由 于 坐标 轴 可 以 任意 选取 , 可 列 
出 无 数 个 投影 方程 , 但 其 时 由 7 的 只 有 两 个 投 景 方 程 
因此 对 于 平面 汇 交 力 系 ， 只 能 解 两 个 未 知 量 。 


平面 汇 交 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 为 该 力 
系 的 合力 等 于 地 。 





平面 江 交 力 系 一 于 西江 交 力 杂 合 成 的 疾 胡 法 4 


NT 


从 锁 套 中 印 锁 头 时 , 将 
一 模 钢 重 入 ,用 锤 轻 裔 即 
可 邯 下 外 头 皇 图 ) 。 设 模 
铁 的 模 角 < =10， 锤 击 力 
F=300N， 试 求 模 铁 对 锁 
头 的 作用 力 (不计 摩擦 ) 。 


(1) 取 模 铁 为 研究 对 象 ， 
画 分 离 体 受 力 图 插图 b) 。 可 得 名 =F/sina 
Q) 取 坐 标 。 因 按 题 意 不 =300N/sin10" 
求 瑟 , 故 取 垂直 于 已 的 水 平 ee 
线 为 X 坐标 。 =1.734N 
G) 列 平衡 方程 求解 。 即 由 式 可 见 , 当 力 F 为 常量 时 , 若 欲 


由 EF -0 获得 较 大 的 7,， 则 可 使 < 信 成 小 。 





平面 汇 交 力 系 一 小 人 % 


md ’ 平衡 条 件 
ss 成 少 | 
>F= 


各 分 力 首 尾 相 : 

相连 ， 形 成 一 

折线 pr hs 
| 和 方向 ， 1 


tan w = | 一 一 一 
> Fr. 





量力 侦 的 性 质 国力 偶 系 的 合成 法 则 
全 

平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 ee 力 的 平移 定理 和 力 对 点 之 矩 
/= /= 





在 实践 中 , 常见 到 物体 受 两 个 大 小 介 
等 、 万 6 相反、 但 不 在 同一 作用 线 上 的 
形 到 放量 创 R 上 VK 
转 到 名 秋生 上 的 都 是 一 对 反问 平行 力 。 


由 左 图 抽 甘 例 可 类 才 避 所 村 用 的 外 
效应 就 是 单纯 使 物体 改变 转动 的 状态 。 

由 于 组 成 力 偶 的 两 个 反 回 平行 力 在 合 林 
方向 的 投影 志和 为 天 (上 图 ) ， 因 此 力 偶 对 
物体 的 平移 运动 不 会 有 健 果 EF 用 , 力 偶 不 
存在 合力 , 即 力 偶 不 能 与 一 个 力 等 效 因而 
力 偶 成 为 静 力 学 中 第 二 个 基本 物理 量 。 








力 偶 一 力 锅 的 概念 


有 力 偶 的 三 要 素 


> 


力学 上 以 F 与 d 的 于 积 作为 力 偶 在 其 作用 面 内 对 
物体 转动 效应 的 物理 量 , 称 为 力 { 轴 起 ， 并 以 符号 
M(F, F") 或 M 表示 ， 即 
















M(F,F)=M=+tF.d…… 


由 左 终 可 内 炸 车 的 大 小 也 可 以 用 三 角形 
表示 ， 即 


A 


~ \ 
由 经 验 可 知 , 在 力 偶 作 用 面 内 , 力 偶 使 物体 的 
















产生 转动 的 效应 取决 于 力 偶 的 转向 与 力 偶 两 反 
向 平行 力 的 大 小 和 它们 之 间 的 BE 高 殷 偶 更 ， 在 





。47 。 


CC 力 侦 一 力 侈 的 等 效 条件 和 等 效 定理 。 杰 


he 
已 知 1、 咱 线 上 有 两 个 等 直 反 向 平行 力 r. F 构 Y 
搞 6 力 侦 , 在 同 平面 内 任 先 -组 平行 线路 |V , 与 1、 

1 线 相交 于 A B 两 点 , 将 r、r'; 台 作用 线 移 至 人 B 
两 点 。 肘 往 作用 于 和 AB 两 点 的 力 f、 zr', 分 路 BAB 
及 川 、IV 两 线 方 铝 进行 分 解 , 得 jf、R、 四 个 
力 , 按 静 力学 的 基本 公理 四 , 其 中 五 -有 及 =z， 如 
左下 图 所 示 。 

因 5=5 同 在 AB 线 上 , 且 等 值 反 向 、 共 线 ， 

故 为 一 组 平衡 力 系 , 按 香 力学 的 基本 公理 三 , 可 以 
相互 抵消 。 

由 于 区 平行 于 AB 故 *AB 与 AABD 本 由 上 俩 
三 角形 筷 辐 为 APB 且 高 明生 . 概 章 顺 式 W 可 县 

MI(F, F)=M(F AF) 

以 上 根据 公理 将 一 力 僵 趴 挛 式 一 个 力 人 慰 奴 国 等 
但 力 与 力 { 伍 各 生 f 直 用 的 力 修 同比 而 月 了 力 { 怀 臣 有 
等 的 两 炸 朋 和 扑 目 等 汐 , 力 偶 可 以 用 两 个 等 直 方 [器 
不 共 线 的 平行 力 表示 , 也 可 以 用 力 偶 算 M 来 胰 让 

























同一 平面 内 的 两 个 办 
偶 ， 如 果 它 们 的 力 仿 
算 大 小 相等 、 转 向 相 
人 则 两 力 偶 彼此 等 





















< 力 偶 一 力 侈 的 等 效 杂 件 和 等 效 定理 。 。 泣 


全 会 = 厅 En BS 
力 侦 的 等 效 定 理 设 有 一 力 偶 其 拭 Mw-r.w 作用 于 平面 | 上 在 同 
7 一 本 HH 了 于 平面 | 的 平面 儿 ， 在 平面 || 上 取 平 
行 且 等 于 43 的 线段 42 oe 
连 线 4B, 及 384, 相交 于 CC 点 , 显然 ,CC 点 为 48, 及 
8 4 的 中 点 。 eee 2F 方 回 与 F 
相 平 行 的 平衡 力 系 ( 静 力 学 基本 公理 三 ) 。 
将 2F 分 解 为 全 3, 两 点 上 的 两 个 相等 的 力 F, 将 
2 分 解 为 3、 和 4 两 点 上 的 两 个 相等 的 力 7'。 再 按 静 力 
学 基本 公理 三 , 除去 平面 | 上 4、8 两 点 上 的 两 组 平衡 
力 系 , 于 是 只 剩 下 平面 上 | 上 4、 丈 两 点 的 力 庆 赤 给 忒 
的 力 偶 , 至 上 就 元 成 了 将 平面 1 上 力 偶 等 外 如 |f 多 有 至 | 
平面 | 上 的 过 程 。 



























两 平行 平面 内 的 两 个 力 
偶 ， 如 果 它 们 的 力 偶 窍 
的 大 小 与 转向 相同 ， 则 
两 力 偶 和 披 此 等 效 。 
















由 此 归纳 力 偶 等 效 定理 一 、 二 , 可 得 
力 偶 的 等 效 条 件 为 : 





。44 ， 


力 偶 在 任何 坐标 

轴 上 的 投影 为 零 ， 
力 偶 无 合力 ， 即 力 偶 不 
能 与 一 个 力 等 效 。 

力 偶 对 物体 只 有 单 
纯 改变 物体 旋转 运动 的 


作用 ， 而 无 平移 作用 。 


力 偶 对 物体 的 作 

用 仪 取决 于 力 侦 
的 三 要 素 ， 而 与 力 侦 
在 其 作用 面 内 的 位 置 无 
关 ， 即 力 偶 可 在 作用 面 
及 平行 于 作用 面 的 平面 
内 任意 移动 。 


改变 的 条 件 下 ， 
可 以 任意 选 定 组 成 力 偶 
的 两 个 等 值 、 反 向 、 平 
行 思 的 大 小 或 力 偶 器 的 
pe 





同 平面 两 力 偶 的 合成 


平面 力 偶 系 
的 合成 结果 为 
一 个 合力 偶 ， 
和 力 偶 和 窍 的 值 
等 于 各 分 力 偶 
和 矩 的 代数 和 。 


on 其 算 分 别 为 1 SM,, 现 求 
其 合成 的 结果 (上 图 a) o 
在 两 个 力 偶 的 作用 面 内 , 任 取 一 
线段 AB (上 图 b)， 令 483=4a。 将 两 
个 力 赋 安放 天 霜 生 2 3 以 两 组 等 直 
反 向 、 平行 力 (f; 五 ) 及 (本 五) 
的 形式 移 至 A B 两 点 上 ,， A、 的 
值 可 分 别 由 力 偶 矩 M、M, 算 出 : 


=M/d, 马 =M,/d4， 如 上 图 b 


力 偶 作用 。 


多 
中 的 两 个 力 f" 到 在 


同一 直线 上 , 其 合力 不 应 为 Mm 已 两 
力 之 代数 和 , 同 理 , 作用 于 B 点 的 

两 力 歼 、 es 
及 等 值 反 向 且 平 行 ,二 者 组 成 一 
个 新 力 偶 a 天 为 原 末 两 个 
力 偶 的 合力 偶 , 合力 偶 矩 M 的 值 为 
M=F:d=(F+h):d=M +M, 

若 在 物体 的 同 一 平面 上 有 n 个 力 
偶 人 用 其 窍 各 为 M、M、.… M，， 
(NK 


来 出 A B 两 足 上 
的 合力 。 


, a 
| 才 簿 个 相 加 求 得 这 
些 力 偶 的 合力 偶 为 
M=M +M,+...+M,=2>M, 
上 式 表 阴 , 平面 力 偶 系 的 合成 结果 
为 一 个 合力 偶 ,， 合力 偶 算 的 值 等 于 各 分 
力 偶 矩 的 代数 和 。 





< 力 偶 一 和 和 有 》 
f 


平面 力 偶 系 的 合葬 洁 果 即 为 一 合力 偶 , 因 过 
此 , 若 使 平面 力 偶 系 达到 平稳 居 态 , 即 力 偶 
系 对 物体 无 转动 作用 时 ， 其 合力 偶 矩 必须 等 


>) 


于 SS 
在 多 轴 钻 床 
上 加 工 一 个 底 
盘 上 的 zs 个 fL 
每 个 钻头 的 切 
潮 力 偶 外 的 值 为 
M =10N.m， 让 
盘 用 两 个 螺栓 
证 在 铀 木工 作 人 台面 的 T 型 槽 中 , 两 螺栓 的 距离 = 500mm。 求 两 
个 螺栓 所 受 的 作用 力 。 


A 
-5 


in 解 : 取 被 加 工 的 底 
| 盘 为 研究 对 象 , 画 出 受 
一 本 全 


:3S cD 澡 | 力图 图 | 底 盟 上 了 人 除 受 钻头 

的 六 个 切 曾 力 偶 外 , 还 

反 力 FNA 与 Fne。 
列 平衡 方程 求解 : 
0 Pl (Fr 与 Fa 组 成 一 个 约束 力 偶 ) 
2M =0 F,-6M=0 
已 =6M11 
=6x10/0.5N=120N 





A 力 偶 一 平面 力 饥 系 的 合成 与 平衡 > 
wa P 


如 上 图 所 示 曲 柄 摇 什 机 构 在 曲柄 OA 上 作用 一 
个 力 偶 算 Mi， 在 揪 计 多 上 作用 另 一 个 力 偶 算 w， 
机 构 处 于 平衡 状态 。 
已 知 o4=10cm，4B=20V2cnm ， 
BC=30V2cm，Z~BCO=45: 用 BC) 取 OA 杆 为 研究 对 象 , 列 平衡 方程 , 取 45` 方 向 
OA 处 于 垂直 位 置 ，/o48 -135, Mi=V2N-m, 科 线 为 x 坐标 轴 ， 则 有 
试 求 机 构 处 于 平衡 天 态 时 作用 于 摇 杆 BC 上 的 力 ， 
偶 丰 2 。 ww 何人 ho = 从 
>M=0 
F.:OAcos45 -AM =0 
可 得 不 =M.,/OAcos45 =20N 
解 : (3) 再 取 BC 杆 为 研究 对 象 ， 则 
0 取 OA 及 BC 为 他 离休 旗 仙 受 力 轿 人 
由 于 AB 杆 为 二 力 构件 , 所 以 及、` 五 都 平行 于 连 4 
AB, 因而 Q_C 了 两 号 的 乡 束 肥力 也 都 平行 于 AB 直 线 





& 力 偶 一 力 的 平移 定 班 >》 
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ee 二 De 


锥 产生 转动 ,丝锥 只 受到 单纯 的 扭转 作用 。 

当 用 双手 扳 2 才 5 汪 [转动 2 逢 和 其 转动 中 
心 很 显然 是 丝锥 的 中 心 , 这 时 力 的 作用 线 没 
有 通过 物体 的 转动 中 心 。 


中 心 加 上 一 组 平衡 力 系 六 束 可 以 分 离 出 
上 777 斤 姓 角 两 种 和 E 用 : 一 个 是 普 力 的 人 用 ， 
已 会 使 丝锥 鹤 曲 折断 ; 另 一 个 是 由 力 r、r' 组 
成 的 力 偶 的 转动 作用 〈 见 上 图 ) 。 

若 力 的 作用 线 全 可 拟 知 相 了 轩 动 中 心 , 则 
可 在 物 梢 和 钴 砌 中 上 一 组 大 小 与 外 7 下 
等 作用 线 与 外 力 平 行 的 平衡 力 系 , 同时 可 分 
离 出 外 力 对 物体 的 两 种 作用 : 在 物体 转动 中 
心 的 一 人 用 力 其 大 小 方 9 与 外 /相同 ， 
另 一 全 估 凯 候 例如 上 图 用 扳手 单 手 虽 一 
个 力 攻 螺 纹 的 情况 。 





NS 
9 阁 改 用 扳手 单 手 加 一 个 力 去 扳 则 在 扳手 六 


人 力 偶 一 力 的 乎 移 定理 > 


实践 证 明 , 凡 物 体 转 动 发 生变 化 , 都 是 力 偶 作 用 效应 


。 二 区 。 


SS 
对 于 不 受 几 卫 9 束 的 和 目 由 体 力 对 其 作用 线 以 一 种 是 力 的 作用 线 通 过 物体 的 转动 
外 一 点 的 作用 亦 为 一 个 力 与 一 个 力 偶 的 作用 。 十 大 中 心 (对 于 自由 体 就 是 物体 的 质心 )， 
力 对 物体 只 有 平 动 推 压 的 作用 。 


另 一 种 是 力 的 作用 绪 不 通过 物体 的 
转动 中 心 ， 力 对 物体 的 作用 ， 兼 有 推 
压 和 旋转 两 种 作用 。 








MK 力 偶 -一 力 的 平移 定理 >》 
6 
F 


作用 于 刚体 上 的 力 向 其 
他 点 平移 时 ， 必 须 增加 一 
个 附加 力 偶 ， 附 加 力 偶 的 
力 偶 矩 区 于 原 市 力 对 平移 点 
之 和 矩 
























多 
如 右 图 所 示 , 平移 力 
Fr 的 大 小 、 方 向 均 与 原 
作用 力 F 相 同 , 唯 作用 
所 不 同 , 可 看 人 由 原 力 F 
平移 到 物体 转动 中 心 而 
得 ; 附加 力 偶 由 Fr、 组 
成 其 力 偶 算 为 原 力 F 与 
平移 距离 d 的 乘积 , 即 
M =+F.d, 其 方向 即 原 力 
绕 物 体 转 动 中 心 的 旋转 
方 回 。 



















人 a 
er 要 条 







力 的 平移 定理 的 逆 定 理 是 存在 的 : 

























3. 知 在 物体 的 菏 一 平面 上 有 
一 力 下 太一 力 偶 窍 M 作用 ， 
则 它们 可 以 合成 一 个 力 ， 力 
矿 的 大 小 .万 癌 与 力 下 相同 ， 
但 力 FV" 的 作用 线 与 力 玉 相 
距 为 d，d=M/P，。 


1. 在 讨论 物体 平衡 条 件 
的 静 力 学 问题 中 ， 转 动 
中 心 的 选择 可 以 是 任意 
的 ， 因 为 不 论 选 哪 一 点 
为 转动 中 心 ， 物体 总 是 
保持 平衡 状态 。 

















2. 平移 力 尺 的 大 小 与 转动 
中 心 的 位 置 无 和 大 。 而 附加 力 
偶 窍 14 的 大 小 与 转动 中 心 
| 的 位 置 有 关 ， 内 为 附加 力 偶 
算 的 力 尼 4 值 因 转动 中 心 位 
置 的 不 同 而 变化 。 


AAA 


ep 


« 力 偶 -一 力 允 点 之 旋 > 


力 息 是 力 对 物体 转动 效 
应 的 度量 ， 它 是 力 对 物 
体 的 两 种 作用 之 一 ， 即 
附加 力 偶 窍 的 蔡 代 运算 。 


多 ”从 和 开业 开 歌 嗪 加 和 酸 全 贡 丰 之 


也 融 是 力 与 力 名 # 琛 积 ， 力 佛 即 为 物体 的 转动 
中 必 到 力作 用 线 鸭 琴 直 hE 离 , 在 平面 5 是 上 , 一 
般 规 是 力 绕 转 动 中 心 闻 时 4 万 5 转动 时 为 下 ， 
反之 为 员 。 力 窍 的 表达 了 式 为 
Ai 

“(1) 

Mo(P) 表 示 力 F 对 0 点 的 力矩 , d 为 力 辟 , 它 是 
度量 力 使 物体 绕 O 〇 点 转动 效应 的 一 个 物理 量 。 

通过 本 章 甫 证 分 析 可 知 力 对 其 作用 线 以 外 一 点 
的 作用 效果 有 平移 各 旋转 两 种 所 时 为 答 仅仅 是 在 
数值 上 与 附加 力 偶 窍 相等 ， 它 只 反 肌 力 对 其 作用 线 
外 一 点 基 训 AE 转 作 用 ,所 以 力矩 不 稻 \ 污 力 对 转动 中 
心 的 全 部 作用 。 

在 具体 运算 时 , 若 单 纯 考 虑 物体 统 某 转动 中 心 
旋转 运动 的 平衡 我 们 妾 采用 力 对 点 之 乱入 上 
述 力 对 物体 两 种 作用 中 的 全] 加 力 偶 算 的 计算 ， 


、 这 可 使 计算 简化 并 符合 常用 习惯 。 





措 到 JE 和 耳 X 才 天 | 算 
在 解析 法 中 采用 : 


d 和 为 力 辟 , 为 物体 转 
动 中心 侈 为 算 心 ) 到 力 
作用 线 的 垂 线 长 度 。 


力 统 距 心地 时 针 转 回 
取 正 值 ; 


= 力 绕 答 ' 心 顺 时 针 转 各 
取 负 值 。 


< 在 几 可 去 中 可 用 答 必 与 力 的 
两 端 听 下肢 的 三 角形 面积 的 两 
信和 来 表示 小， 即 


SS 


M_(F)=+2^04B=+F.d 


Mo(Fr)=2 Mo(F) 
此 式 是 根据 平面 汇 区 力 系 的 卉 必 邢 有 9 但 此 式 在 平面 
ee 上司 任意 力 系 中 (7 筷 立 。 利用 合力 算 定 理 , 可 以 通过 来 
各 分 力 的 力矩 来 得 到 合力 的 力矩 。 


合力 对 作用 面 内 
任 一 点 之 算 ， 等 于 孜 
力 在 同 平面 内 的 各 

分 力 对 
同一 所 
之 窍 的 
代数 和 。 


cgBZ 1 股 在 物体 某 平面 上 的 A 点 作用 有 两 力 已 。 应 用 静 力 学 
基本 公理 四 , 将 其 代为 力 (上 图 )， 并 任 选 甜心 0 点 ， 
则 各 力 对 O 点 之 珑 为 

M,(F)=2 人 QMB =04:4b 

M,(F,)=2AOQAC= 04.ac 

Mo(F)=2AOQMD= 04.ad 

由 上 图 可 见 ab=cd, ad=actcd 

义 因 484CD， 故 可 得 ad = ac+ab (d ) 

将 式 (b)、 式 (QO 、 式 (d) 代入 式 (1)， 

M,(F)=04:ab=OA(act+ab)=M oC)+ Mo (L,) 

若 在 和 点 作用 有 多 个 力 , 则 可 顺序 连续 地 应 用 上 式 , 得 
NM) = 二 Mo 





区 a 
一 对 圆柱 齿轮 
传动 , 大 齿轮 的 
分 度 圆 直径 4; 为 
30cm， 其 齿 廊 受 
小 齿轮 给 予 的 法 


首先 将 下 力 沿 圆周 的 切身 及 法 向 进行 分 解 , 得 圆周 对 
力 f 及 径 同 力 ( 见 上 图 b) 
MOF = 人 AN ( 见 右 上 图 a) fF=mcosa, FF=Hsnoa 
a 根据 合力 和 矩 定理 Mo(RR)= Mo(F)+Mo(F) 
本 因为 忆 过 和 矩 心 O 点 ， 故 MoCE)=0 
=1000x- cos20 Nm 可 得 MoCA) = MoCD) 
d 


= 2 
~1000x0.15x0.939N.m ee 


=]41N:m = Rcosax =141N.m 





KC 轧 偶 一 力 对 属 之 短 人》 


杠杆 的 平衡 条 件 


具有 一 固定 转动 中 心 、 并 作用 在 杠杆 上 所 有 外 力 
能 自由 转动 的 物体 ， 称 对 杠杆 转动 中 心 的 力矩 
的 代数 和 为 零 。 


Ny 
可 村 因 有 国定 转动 中 心 故 受 外 力 后 不 本 能 用 
平移 二 动 ,而 只 可 能 绕 该 中 心 施 转 , 力 对 物体 的 
旋转 作用 是 用 全 求 变量 的 。 因 此 , 杠杆 平 短 # 充 
分 必要 条 件 为 : 作用 在 杠杆 上 所 有 外 力 对 杠杆 转动 中 
心 的 力矩 的 代数 和 为 零 。 


污 汉 半 下 党 


Dg 
一 和 
EE iv CD 


人 
9 
Ey 


<| 党 





下 图 所 示 为 六 | 车 跨 板 ,已 知 =300N， 
a=25cem, b=c=5om ( 见 右 图 )， 推 杆 顶 
力 局 四 平方 向 , 5 与 水 平 线 夹 角 c =30; 
试 求 踏板 平衡 时 ， 推 杆 顶 力 F 的 大 小 。 













Sz 
踏板 AOB 为 绕 固定 轴 O 转 动 的 杠杆 . 可 习 
列 出 平衡 方程 


> Mo(F)=0 














Fcos30 :a—F sin30 .:b—F,:c=0 
本 得 包 = (Fcos30’.a-F sin30°.b)/c 
=(300x0.866x25—300x0.5x5)/5N 






=(6495-750)15N 







=5475/5N 
~1149N 





« 轧 偶 一 力 对 已 之 短 


力 偶 的 力 偶 算计 


力 偶 若 用 力 侦 
和 窟 计算 ， 则 力 偶 对 
平面 上 任 一 点 之 办 
和 窍 ， 第 等 于 力 偶 算 和 
” i 将 力 偶 M 分 解 为 M 对 任 一 点 O 
的 大 :|、， 而 与 窍 心 eg M=F.(d+0)-F'x 之 矩 不 变 , 仍 为 
的 位 置 无 关 。 并 对 另 一 点 O 求 矩 M =Fd 
以 上 结论 ， 也 
和 ee 
-一 一 js 二 ‘TH [ 人 X J 士 一 己 二 
平移 这 一 特性 。 MF)= Fat 
MF)=-F.x 
MOo(P,F)= Mo(F)+Mo(PF') 
~ =F(d+x)—Fx 
作用 在 某 平面 上 pd 
的 力 偶 M, 其 两 个 由 由 BE 朋 ， 力 人 旱 和 和 E 用 允 果 取 天 于 力 的 大 省 呆滞, 与 起. 的 fy 置 
力 对 该 平面 上 任何 无 关 。 
一 点 的 力矩 的 代数 
和 , 等 于 其 力 偶 算 





< 


A 人、 大 大 
为 要 会 力 偶 由 两 个 等 值 反 向 、 
力 偶 的 概念 作用 线 不 重 S 的 平行 力 组 式 
= = 国宝 本 作用 的 外 效应 是 使 
物体 改变 转动 状态 (三 委 素 





力 偶 的 等 效 条 件 国 日 力 候 矩 yO0 0 Eo 


尼 字 
人 和 的 大 x 
M 


在 7 荐 有 EM 大 小 不 变 的 BI 提 
下 , F._ d 可 任意 组 合 变换 , 就 
像 我 的 金 簿 棒 一 样 ! 





& 廊 伴 一 候 作 S 


力 偶 的 运算 特性 


Er 


ee > 
S 
b> 


绞盘 在 力 偶 的 

作用 下 只 能 转 

动 ， 不 能 平移 。 九 偶 无 合力 ， 呈 在 ed 
任何 方向 的 坐标 轴 外 他 全 二 次 
上 力 的 投影 为 零 。 


尺 泵 


效应 。 


力 偶 对 任 一 
矩 尼 的 和 窍 为 





& 力 偶 一 八代 % 
有 力 偶 的 合成 力 偶 的 平衡 


可 合成 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 
矩 为 各 个 力 偶 矩 的 代数 和 ， 











力 对 物体 的 作用 与 在 任 
一 息 忌 上 的 平移 力 及 附加 力 
偶 对 物体 的 作用 等 效 。 平 移 
力 的 大 小 及 万 癌 都 与 诛 力 相 
同 ; 附加 力 偶 窍 竺 于 原 力 对 
和 矩 心 的 窍 。 附 加 力 偶 矩 值 和 
力 与 算 忆 的 相对 位 置 有 关 。 


位 不 能 改变 ， 只 是 平行 地 
移 到 送 的 作用 点 例如 算 心 
O 三 。 


力 的 平移 定理 表明 力 可 以 在 其 作用 线 的 平面 内 SV 
任意 平移 到 嵌 揭 作用 点 例如 O 点 ) ,只 是 力 的 大 小 
和 方位 不 能 改变 ; 六 员 奈 力 对 物体 的 作用 效应 不 
变 , 必须 加 上 原 力 对 0 点 的 力矩 才 可 以 (因为 原 力 


对 O 点 原 有 力矩 作用 ) 。 
SN 





作用 在 物体 上 
的 力 都 分 布 在 局 
一 平面 内 ， 或 近 
似 地 分 布 在 同一 
平面 内 ， 但 他 们 
的 作用 线 任 意 分 
布 不 区 于 一 点 ,此 
力 系 积 为 平面 任 


。O4 ， 


平 徊 任意 力 系 


和 A | 
前 化 方法 _ 平衡 条 件 平衡 问题 的 解法 


问 
5 
Cl 
DD 


NS 


受 力 情况 也 往往 呈 空 间 状态 , 但 若 结构 或 机 构 的 几何 
力也 正好 全 部 作 


此 类 空间 问题 就 可 简化 为 平面 问题 来 处 理 。 

多 收 上 医用 历 本 二 侍 寺 机 EH 条 蛙 办 推荐 
摩擦 力 及 约束 反 力 等 , 都 是 近似 X 抽 地 分 布 于 推土机 7 毅 面 的 周围 , 在 
作用 于 推土机 的 力 系 惑 可 以 简化 为 一 平面 任意 力 系 。 


NN 





平面 任意 力 系 一 补 面 任意 力 系 的 简化 


ge 利用 力 的 平移 定理 可 以 将 平面 任意 力 系 简化 为 一 个 
平面 任意 力 系 ]j 
人 ma ale 二 | 干 百 汇 交 力 系 和 一 个 平面 力 个 系 ， dagger 
2 个 力 系 。 平 面 任意 力 系 的 最 终 简 化 结果 只 有 和 平衡、 合力 
偶 和 合力 三 种 情形 。 


设 在 刚 | 本 上 作用 一 个 平 醒 生意 力 系 EF、F、…、 根据 力 的 平移 定理 , 将 力 系 中 所 和 僵 C 交 忆 六 化 中 心 O 点 的 
F (上 图 a)， 在 力 系 的 作用 面 内 任 取 一 点 0, 点 各 力 语 简化 中 心平 移 , 于 是 得 到 平面 [ 交 力 系 可 进一步 对 为 一 
即 为 简化 中 心 。 i 点 的 平面 二 区 力 系 个 作用 于 点 的 矢量 入, 所 
…、 友 ,与 一 个 相应 的 得 的 附加 力 偶 也 可 合成 为 一 个 
p 人 的 0 全 M、M、…、M, 组 或 的 力 偶 这 个 力 偶 的 拒 Mu 等 于 各 

平面 力 偶 系 。 力 偶 和 矩 的 代数 和 。 








”平面 任意 力 系 一 千古 任意 力 系 的 简化 。 冰 


mh 要 
任意 力 系 经 办 


所 得 的 附加 力 偶 也 可 合成 为 一 个 力 偶 ， 这 个 力 偶 的 和 矩 
等 于 各 力 偶 矩 的 代数 和 














M, =M +M,+...+M oooooooooo 从 





根据 力 向 一 点 平移 的 内 加 力 偶 短 惑 是 力 对 该 点 忆 矩 即 





所 得 汇 交 于 简化 中 心 O 点 的 平 

面 汇 艾 力 系 可 进一步 合成 为 一 个 作 

用 于 O 点 的 天 量 和 FR。 
NU 







Mi=MoAP), M.=MoP)), *%, M,=Mo(F,) 
故 式 (3) 可 写作 




















=F+Bt+t...+F =F+bE+...+Fk, oo0v0oo[ oooooooooooooooooo 放 


M, = 》 714 = > M,(F.) 
i=1 i=1 


如 用 解析 法 ， 则 Y 原 : 
等 灼 因 章 出 一 个 力 矢 愉 不 能 度 铠 原 力 系 的 合力 


故 称 5 为 主 矢 。 同 理 ,单独 一 个 Mo 也 不 能 被 录 为 原 
Fr =F +P,+...+F,.=7F. 力 系 的 合力 偶 , 故 称 Mo 为 主 矩 . 所 以 ,平面 任意 力 

系 向 任 一 点 O 简 比 其 结果 为 一 个 作用 夯 帮 中心 
的 主 和 与 一 个 对 于 0 点 的 主 矩 . 主 矢 代表 原 力 系 对 站 
体 的 平移 作用 , 其 值 与 光 比 中 心 的 位 置 无 关 ; 主 矩 代 
表 原 力 系 对 网 休 绕 寄 攻 中 心 的 旋转 作用 ， 其 值 5 询 
中 心 的 位 置 有 关 。 








人 









。 6 ， 


工程 中 还 有 一 种 常见 的 基本 类 型 的 约束 ， 称 为 固定 
端 或 插入 端 支 座 。 固 定 端 约束 在 平面 问题 上 限制 了 物体 
人 可 能 存在 的 三 种 运动 ， 即 水 平方 向 和 垂直 方向 的 平移 以 
fl 及 平面 内 的 转动 。 
人 


一 


( 电 风 属 





。 OO7 ， 











上 页 这 些 工程 实例 都 可 
简化 为 一 杆 插入 固定 面 















工程 实例 (上 有 TS 固定 面 内 对 杆 的 约束 设想 将 约束 反 力 组 成 





内 的 力学 模型 . 都 可 简化 为 一 丁 重 入 固 反 力 应 当 分 布 在 杆 的 插 的 下 于 力 系 向 Ab, 
> ” 定 面 内 的 力学 模型 。 大 入 部 分 。 可 得 一 个 力 与 一 个 力 偶 
















固定 端 对 杆 件 可 能 存 
在 的 约束 作用 ， 为 一 


我 们 可 以 认为 固定 喘 的 约束 反 力 为 一 组 
无 秩序 的 平面 任意 力 系 , 经 过 将 平面 生意 力 
系 回 一 点 (例如 A) 的 平移 、 合 成 dn 
成 一 个 合力 太 和 一 个 附加 力 偶而 这 

合力 .又 可 以 用 互相 生 直 的 分 力 太 和 / 

x/ 修 \。 













个 约束 反思 和 一 
个 约束 力 偶 14I,。 










8 力 F 也 可 以 天 -组 互相 本 直 、 


的 分 力 、 扩 来 表示 。 显然 






















入 代 下 了 国定 水 Hf 件 上 左 图 所 示 的 连 杆 与 银币 , 当主 动力 F, 与 销 
下 大 如 和 动 的 限制 作用 ，M 则 
| 定 端 约束 xj 杆 件 转动 的 限 轴 中 心 线 平行 时 , 在 正视 图 内 观察 连接 可 购 蕊 


成 可 定 端 约束 ; 卫 丝 动力 F 作用 在 与 错 负 中 
心 线 垂直 的 平面 内 时 ， 连 全 转动 不 受 限 制 ， 故 
在 俯视 图 内 观察 可 篇 化 为 饮 链 约束 。 


制作 用 。 


”平面 任意 力 系 -一 平 而 任意 力 夭 简化 仑 录 的 贡 论 六 


ZS NS 
5 = 即 平 本 生意 力 系 向 A 太 鲁 t 后 得 5 与 MW (左下 图 a) 。 
简化 下 号 呆 本 系 0 入 和 所 根据 力 的 平移 定理 的 站 定理 同 平 面 上 一 个 力 与 一 个 力 
主 矩 。 根 握 主 矢 与 主 矩 是 否 偶 可 以 夫 一 步 合成 作 一个 合力 Mo 可 用 两 个 和 | 等 于 
存 在 可 得 下 列 四 种 可 能 好 的 反 回 平行 /下 续 示 相应 的 力 偶 辟 4= M/F 并 适当 
青史 ' tt 多 动 朋 {vy 置 , 使 其 中 一 个 力 扩 与 六 共 线 目 反 向 ( 左 
- 下 图 b)， 除 去 所 与 太平 衡 力 系 , 可 得 最 终 合力 ( 左 
下 图 C) 。 玉 与 及 等 值 、 同 向 ， 相距 为 d。 


SN A 
平面 汇 交 力 系 国 最终 合成 
和 平面 力 偶 系 胃 一 个 合力 
SS 
根据 力 的 平 根据 力 的 平 


移 定 理 向 简化 移 定 理 之 逆 定 
中 心 简化 








KK、 平 徊 任意 力 系 万 系 -一 平面 侍 站 力 未 简化 化 录 的 欧 伦 > 
7 |; 1 本 于 

















































若 刚好 将 简 当 力 系 简 化 刚体 在 此 力 
化 中 心 取 在 力 系 成 一 个 力 偶 时 ， 系 作 用 下 处 于 平 
合力 的 作用 线 主 矢 为 零 ， 此 时 衡 状态 ， 此 时 平 
上 ， 则 此 时 主 矩 主 矩 即 为 原 力 系 面 任意 力 系 为 一 


为 零 。 作 用 于 简 
化 中 心 的 合力 
Fr， 即 可 单独 
代表 原 力 系 对 刚 
体 的 作用 ， 因 此 
Fr 可 称 为 合力 。 


的 合力 偶 ， 主 和 矩 
与 简化 中 心 的 位 


平衡 力 系 。 


区 既然 合力 通过 比 中 心 , 那么 学 
其 对 简化 中 心 之 矩 为 零 , 所 以 各 
分 2 中 2 也 


K 项 和 任 


平面 任意 力 系 的 平衡 方程 式 


意 力 系 一 王 面 任意 力 系 的 翌 衔 方程 式 及 其 应 月 24 
系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 : 


\VW 











向 全 
平 | 
AL 







该 力 系 向 任 一 点 简化 时 ， 所 
得 主 矢 与 主 矩 同时 为 罕 。 即 
Fn=0 

Mo=0 












由 止 EF 得 季 夯 王 意 力 系 的 征 贷 沪 程 式 (5) 


式 (5) 表明 , 力 系 中 名 力 在 任 
个 方 回 的 坐 慰 轴 上 投影 的 代数 和 
为 零 ， 各 力 对 平面 内 任 一 点 的 算 
的 代数 和 为 零 。 表 者 说 明 力 系 对 
物体 无 倒 几 加 的 平移 作用 。 后 
者 说 明 力 系 便 疯 梯 箱 于 一 点 的 无 
转动 作用 。 







AA SS 
光 物体 在 一 平面 任意 力 系 作用 
下 , 若 呈 现 平衡 则 必须 在 力 与 
本 力 偶 两 个 方面 印 大 到 | 平稳 大 态 ， 
堆 比 力 系 向 任 点 寺 上 大 鸣 主 关 与 主 矩 区 天 猴 情 
反之 若 作用 于 物体 的 平面 任意 力 系 向 任 一 点 簿 化 
所 悍 4 主 矢 与 主 算 同 时 为 零 ， 则 党 明 此 力 系 对 物体 不 
产生 全 和 中 移 运动 与 转动 的 效应 物体 必 处 于 平衡 


状态 
/ vo 

























。 /1 ，。 


MK 平面 仔 意 力 系 一 下 面 代 意 力 夭 的 于 有 方程式 从 关 应 有 > 


因为 式 (5) 是 平衡 的 ee (1) 取 屋 架 郑 形 汉 换 并 画 出 屋 架 的 分 离 体 受 
充分 必要 条 件 ， 故 平面 任 力图 ( 左 图 b) 。 | 


人 
(2) 列 平衡 方程 求解 。 


的 平等 方程 式 
di 用 这 组 方 到 下 
柯 求解 三 个 未 知 量 
纹 本题 中 有 三 个 未 知 量 FA、Fw、 Fe 其 中 有 两 个 为 得 直方 
向 , 一 个 为 水 平方 向 , 本 题 因 有 两 个 未 知 力 平行 , 选取 和 两 
个 相互 平行 未 知 力 相 垂直 的 X 轴 半 娟 徊 | 列 出 只 含 一 个 未 
知 量 的 方程 , 直接 求 出 Fw 这 样 选 取 坐 标 , 可 避免 解 联 立 
方程 ， 使 计算 简化 。 


.0 4F sin30° + 所 =0 













































F =-4Fsin30° =-4x0.6x0.5kKN -1.2kN 
2>M,(F)=0 
No"da—27 ,002720 230 = ,40— 


a 2a 


一 一 =0 
coOS30 coOS30 





















Fs =4F +- = -| 4xl ja-4eo3N 
os30 0.866 


求 出 Fnax、 Fw 后 后 ， 取 y 轴 为 投影 轴 ， 列 投影 方程 


2F,=0 Fa,+hn 8H, -4Fcos30 =0 






上 图 为 一 钢 屋 架 , 其 友和 可 简化 为 一 端 固 定 匀 链 所 
支 座 人 与 男 一 二 舌 动 钦 链 支 座 B, 将 屋 寺 好 是 北 至 
节点 上 自生 用 力 5 =1KN, AC 力 将 YEE 力 
方 | 上牌 直 于 AG 风 玫 部 七 烤 作 用 在 节点 的 办 F =0.6kN。 
屋 架 跨度 44=38m, 尺寸 如 图 a 所 示 。 试 求 支 座 A B 
的 约束 反 力 。 










Fa, = 8Fo +4F cos30 一 An 







=(8xl+4x0.6x0.866—4.693)kN 







=3.383kN 






KK 于 而 任意 力 系 一 千古 任意 力 系 的 十 生 方程 式 及 其 亡 几 


1 画 出 名 郊 的 分 珊 休 受 : 本 正人 图 Bb 。 区 为 BE 办 
未 知 力 汇集 于 AB 梁 ， 故 取 AB 梁 为 研究 对 银 









A I 
FZ Cc 










4 












8 林 列 中 无 两 个 笠 珀 奈 和 0] 图 中 A BR CE 个 点 各 为 两 个 未 人 7 力 的 
汇 交点 , 若 卫 两 个 未 和 及 季 CC 交 点 太 BE 刚 辣 列 出 只 合 一 个 未 入 的 力 
和 写 方 程 . 将 A RB、 (三 太 作 WE 并 加 以 比较 显然 , 取 B 总 EC 
出 力矩 方程 时 ， 计 算 最 改色 单 . 所 人 取 B 点 为 人 人 必 , 列 出 平衡 方程 


>M.(F)=0 c5+PU- X) 一 Fl=0 


h 


SPMNNNNNNNN 




















求 出 心 ' 值 后 ， 取 y 办 为 投影 响 ， 列 出 投影 方程 


>F,=0 Fsing+t+h,—-G-Q=0 


mS)/sina -和 0 5kN=20kN 
2 / 2 6 

最 后 ， 只 剩 下 一 个 未 知 量 Fwx ， 取 X 为 坐标 轴 ， 列 出 方程 
2 0 F.—F.cosa=0 

FF =F.cosa =20kNxcos30 =20x0.800kN=17.32kN 
(3) 解 的 讨论 ， 

考虑 到 悬 氏 肌 车 在 工作 时 起 重 硼 户 是 可 移动 的 , 即 X 值 是 变量 。 


如 校 核 DC 拉杆 的 强度 , 也 应 考虑 当 x 值 町 可 部, 拉力; 值 为 最 大 。 
现 从 5 的 代数 方程 中 可 以 二 接 看 出 ， 当 x=/1 时 ， E 值 最 大 。 


es -+ 合 J'sine- (2+S /sina -32j]'osN=28NN 



























2 
摇 辟 吊车 如 上 图 所 示 , 水 平 梁 AB 的 A 端 以 饮 链 连接 于 立 (4) 校 核 。 
柱 古 上 , D 端 则 通过 两 端 多 接 的 拉杆 DC 与 立 柑 (对 车 。 DC 延 可 另 取 一 个 非 独 立 的 投 ;i 影 亡 程 或 力 炬 方程 
伸 与 AB 梁 相交 于 B 上 点。 已 知 深重 c =4kN, 载 何 重 P=121kN， 人 






于 证 二 全 Pe [4+ /osm =17321N 


结论 与 前 相同 ， 表示 计算 正确 。 


梁 长 1=6m, 者 机 离 A 端 距离 x =4m，a=30" 。 试 求 拉 杆 的 拉力 
和 贸 链 A 的 约束 反 力 。 






平面 任意 力 系 一干 桓 任 意 力 系 的 平衡 方程 式 及 其 应 用 


» 
起 重 村 由 立柱 BF, 吓人 村 两 台 卷 和 求 出 Fineo 值 。 

扬 机 A 5 定 骨 轮 BR D,， 滑轮 E, 钢 图 b : YM(F)=0 

条 ABD、 GDE 及 有 币 钩 组 成 ( 左 图 ) 。 立 Fo 1-G.a- 妃 7-0 

柱 在 F 处 与 地 面 回 定 , 吊 杆 OD 两 站 _ 

涛 民 接 , 已 知 吊 杆 CD=1=12m, 吊 杆 0 3 四 区 

自重 PR =4kN。 立柱 高 FkK =h=14m,， =(20+7)x6/12kN =11kKN 

i 受 力 图 c, 求 F 端 的 约束 力 M 

g=30"，Bp=45", a=6m, 滑轮 尺寸 ES 

不 计 试 求 立柱 固定 面 F 处 的 约束 反 CC: ER=0 FF-Fssinp=0 

力 。 图 中 b=2m。 - Fs = Frapp sin p 


=]1kNxsimn45 =11x0.707KN 
=7.78KkN 


了 人 
(Dj 医护 已 向 7 和 用 于 咖 J -G-P-h+Fg cosp - 0 

杆 , 未 知 力作 用 于 立柱 , 故 导出 f=G+B+R+Fiep Cosp 
取 吊 杆 QD 及 其 与 立柱 的 组 合体 涛 开 =-(20+4+8+11x0.707KN 
究 对 象 , 并 分 别 画 出 吊 杆 CD 的 分 离 -3978IN 
体 受 力图 ( 左 图 b) 及 组 合体 分 离 体 CC: TM,(F)=0 
受 力图 ( 左 图 9 。 画图 b 时 , 将 D 轮 Mr 一 CC+O) 一 已 [和 sin B:h=0 
的 轮 周 二 力 都 平移 至 D 毗 中 心 。 得 出 


M, -Glarb)+B| G+b)+ Fi sin Bh 


-Po(6+ D+ 4 s+ 2]-778x14eNem 


为 求 F 处 的 约束 反 力 , 必须 先 求解 国 | =(160+20-109)kN.m 
绳 ABD 的 张力 Feo 值 由 受 力 图 b, | i 



























.平面 六 累 一 十 而 任意 力 条 的 平 区 方程 式 及 其 应 用 > 


形式 这 里 式 (6)、 式 (7) 
= 每 一 组 方程 的 成 立 都 

是 物体 取得 平衡 的 多 
要 条 件 而 非 充分 条 件 。 
这 一 情况 可 以 从 物体 
只 受 一 个 力作 用 的 不 
平衡 现象 来 说 明 ! 













CD 二 一 CE 







平面 任意 力 系 平衡 方程 ， 除 式 (5) 外 ， 还 有 以 
下 两 种 形式 : 第 一 种 形式 为 两 个 力矩 方程 ， 一 
个 投影 方程 ， 即 


> MAA(CL ) 一 
Ma(F)=0 









Fx=0 全 用 阁 取 力 F 作 用 线 上 A 是 
A 起。 点 六 短 心 ,再 取 生 直 于 力 F 的 
第 二 种 形式 为 三 个 力矩 方程 ， 即 直线 六 投影 轴 , 那么 显然 平衡 


方程 组 (6) 中 各 式 均 成 立 。 又 
若 该 力作 用 线 上 A BC 三 个 
» M ( ) i 0 点 类 Bi 那么 式 (7) 中 各 式 亦 全 理 成 立 . 可 见 , 式 @@) 
A i 时 ”及 式 (7) 的 成 立 是 物体 取得 平 筑 和 的 必要 条 件 而 非 充分 
VA (7 ) 条 件 ,方程 组 的 非 充分 性 表现 在 数学 上 就 是 方程 组 内 的 
B 各 方程 不 是 相配 由 立 的 。 因 此 , 若 对 式 (6) 补充 两 矩 心 
MP)=0 的 壬 线 不 能 与 所 取 和 | 影 毕 标 轴 相 垂直 和 附加 条 件 , 对 
C 式 (7) 补充 三 矩 记 不 能 在 同一 直线 上 的 附加 条 件 , 这 时 
方程 组 6) 、 (7) 7 拓 汶 物体 取得 平 重 4 院 分 必要 条 件 。 八 






< 平面 任 意 力 系 一 千本 任意 力 系 的 十 衔 方程 式 及 闪 应 用 汉 
平面 任意 力 系 的 特殊 形式 平面 平行 力 系 


= 三 其 再 耐力 系 中 名 力作 用 线 
加 四 面 汇 交 系 部 互相 平行 ， 则 成 为 平面 平行 
下 区 力 条 力 系 ; 着 取 平行 于 各 力 方 向 的 

i ee 直线 为 y 轴 ( 左 图 ， 则 因 主 矢 
本 三 2 般 干 > 
交 于 0 点 , 则 为 平面 交 力 ee 
系 佐 图 ， 厦 [ 交 力 系 向 江 交 广 果 / 
rp gd 全 部 为 零 ， 进而 r=0 自 然 成 
点 向 化 ， 则 不 论 是 否 平 衡 , 其 
主 矩 恒 等 于 零 ， 故 平西 [ 交 力 立 。 剩 下 的 独立 平衡 方程 式 为 
系 剩 下 的 各 立 平衡 方程 为 两 个 全 
_ 投影 方程 ， 即 


Y 上 还 表明 ， 平 面 平行 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 : 力 系 
中 各 力 在 与 力 平 行 的 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 为 零 ， 以 及 这 些 


也 可 应 用 一 投影 方程 应 用 式 (9) 时 ， 德 心 力 对 任 一 点 力矩 的 代数 和 为 零 平 面 平 行 力 系 的 平衡 方 
一 力 答 式 ， A Nhl sea 种 下 可 以 采用 二 力 息 式 (人 ， 同 遇 风 到 | 壳 两 拭 P 的 


2 人 式 了 让 2 一 连 线 不 能 与 各 力 的 作用 线 相 平行 的 附加 条 件 。 
人 本 小 人 公有 





。 /6 ， 


< 平面 任意 力 系 一 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 式 及 其 应 用 


均 布 拭 税 是 一 种 沿 长 度 均匀 分 布 的 喜 薪 , BC 段 的 
均 帮 二 可 用 世上 轩 加 入] 即 大 /为 op. 方向 与 q 平 行 
作用 在 BC 的 中 心 的 一 个 集中 力 5 潭 符 , 因为 BC 段 
的 [入 和 于 向 可 看 作 无 数 个 qck 的 平行 力 系 ,这 个 平行 
力 系 的 合力 -gax-ga, 到 位 于 BC 的 中 点 。 


(2) 列 平衡 方程 求解 。 


由 图 可 知 全 染 无 水 平方 向 外 力 , 故 固定 匀 链 A 处 学 
无 水 平方 向 约束 反 力 。 
一 外 伸 梁 如 上 图 所 示 , 其 外 伸 部 分 有 一 均 布 堵 活 EM(F)=0 


a24=Fa=M =ga*—=0 


5-10NVm 作 用 , 两 支点 中 间 有 集中 力 -iomN、 梁 上 
有 力 偶 答 M =8kN.m 作 用 , a=0.8m。 试 求人 B 两 文 所 
的 约束 反 力 。 -+ 8 jaN-20N 
2 2x0.8 4 
FF,=0 F +Fs—-F-ga=0 


yy 
梧 得 ”=F+qo-Fs 
=(10+10x0.8—20)kN =—2kN 

















LK 平面 任意 力 系 一 平 而 任意 力 系 的 平衡 方程 式 及 其 应 朋 2 


图 Db: ZXMs(F)=0 
P(x+a)-Gb-Pl=0 


人 Gp+ PI 
可 得 PB = ee 


~ 500x1.5+250x10 














2 都 人 R 各 | 倒 的 于 贷 量 的 5b 围 ， 
起 重 机 所 受 的 力 有 重 物 机 染 平 
找 鲁 的 重力 及 钢轨 的 约束 反 力 。 这 些 
州 城 7 一 个 于 本 7 力 系 , 在 生生 
力 系 具有 三 个 未 知 力 , 即 平生 重量 及 














kN 


入 































> 两 轨 的 约束 反 力 ,而 下 面 下行 力 系 直 ee 

和 x me (= A 一 口 Ma 

Se 只 有 两 个 互相 由 立 的 平衡 方程. 问题 

~ 为 不 可 解 。 
0 0 dt A 
但 古本 起 是 求 使 起 旱 机 ; ee 当 Pp 一 0 rs Pb Fo 时 ， hs 0 y 据 此 


载 都 不 致 翻 倒 的 平 筑 重 总 的 范围 ， 
而 可 分 方 堆 妨 翻 与 宝 载 左 翻 的 两 个 
临界 情况 来 村 论 P 的 最 小 值 与 最 大 
值 ， 从 而 确定 有 的 范围 。 当 P 取 Pb, 
时 , 要 防止 起 重 材 洪 绑 斤 B 轴 丰硕 

此 临界 状态 下 左 轨 A 处 于 悬空 ,A 

为 零 。 同 理 , 当 B 取 PB 时， 要 防止 
起 重 机 空 拭 绕 人 轨 左 翻 , 比 I 临 界 状态 
下 治 轨 B 处 于 悬空 ,He 为 零 . 由 于 讨 
论 翻 倒 的 临界 伏 态 时 ， 可 减少 一 项 未 
知 量 ， 因此 问题 成 为 可 解 。 






画 出 起 重 机 的 受 力图 左 图 9， 列 出 
方程 
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x'X—G(a+b)=0 





_ G(a+b) 







XxX 
et 


















上 图 所 示 为 一 塔 式 起 重 机 ,机 染 重 力 
G, 重心 在 O 点 , 与 右 轨 相距 为 b。 起 重 
机 的 最 大 起 重量 为 pe, 悬臂 最 远 问 距 右 
轨 为 | 起重机 的 半身 重 重 为 p， 其 重心 
与 左 轨 相距 为 x， 二 轨 相 距 为 a 若 已 知 
G=500kN, P/=25QN, x=6m, a=3m, 


b=1.5m, 1=10m。 试 求 起 重 机 在 满 坪 浅 0 














(1) 满载 时 , 机 染 可 绕 B 

i Ps 了 x~、 bP = Drin 时 ， 
=0, 由 此 画 出 起 重 机 的 受 

力 b， 并 列 出 方程 
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有 三 个 独立 
的 平衡 方程 


力 偶 


i 


单身 约束 


双向 约束 国 目 和 


三 后 约束 


SS 


约束 反 力 由 刚 | 本 所 受 约 束 本 
类 型 和 xl| 三 | S J VD 
| 各 75 
二 汇 父 力 系 和 平面 平行 力 系 都 只 平衡 方程 浆 
体 在 平面 上 有 三 种 可 能 的 目 由 运动 , 即 首 X y 方 向 如果 Ee 反 由 下 作 广 程式 数 与 约束 反思 吉 和 
的 和 移 及 绕 任 一 点 的 了 抱 千 , 这 种 可 能 的 目 由 运动 也 那么 全 部 约束 反 力 可 以 j 通 过 天 力 平和 方程 式 求 得 并 且 不 论 
御 为 自由 度 ， 因 目 [ 约 束 也 可 按 它 所 限制 的 自由 度数 如 0 Ha 风 体 始终 处 于 稳定 的 平 捷 人 7 
时 从 为 消 后 | 王 一 后 | 多 类 问题 定 器 总 。 
= 若 约束 反 力 数 少 书 由 的 和 广 程式 数 ,作用 在 刚体 上 的 
外力 刚 必 和 2 由 页 满足 平衡 方程 式 ， 刚体 才 生 E 平 衡 。 y 





。 /9 。 


”平面 任意 力 系 一 着 定 与 痊 不 定 月 是 


静 不 定 问题 ( 或 超 静 定 问题 ) 


细 过 反 力 数 > 独立 平衡 万 


程 数 


工程 上 有 有 fR 多 构件 与 结 侈 为了 所 局 其 省 懂 下 RE 可 | 第 
往往 增加 多 余 的 约束 ,因而 使 约束 反 力 数 超过 能 列 出 
的 下 立 平衡 方程 数 。 这 样 ,， 依 策 稳 力学 中 建立 的 平衡 
方程 不 能 求 出 刚体 用 受 的 全 音 了 来 反 力 , 此 类 i5 册 叶脉 
静 不 定 问 题 或 超 静 定 问题 。 

右 图 3 为 十 房 结 构 , 顶 拱 两 端 镑 支 , 立柱 均 固 连 
于 地 面 ,是 个 静 不 定 问题 。 右 图 b 所 示 的 机 床 主轴 受 
四 个 轴 和 z 胀 也 是 个 祥 不 下 问题 , 对 于 衣 不 定 问题 ， 
必须 考 | 所 | 蔬 牛 因 受 力 而 产生 的 变形 , 列 出 足 抽 和 泊 尝 万 
程 后 才能 求 出 全 部 未 知 力 . 故此 类 问题 走 f 覃 学 和 
结构 力学 中 研究 。 





平面 任意 力 系 一 物体 系统 的 平衡 问 通 


工程 中 的 机 械 芭 结 伦 一般 是 用 本 以 一 
ee 和 这 种 系 


由 静 定 物 系 yt D> Ee 


NN 

若 物 系 由 n 个 物体 组 成 在 平面 可 题 中 对 每 个 物体 可 立 
列 出 不 超过 三 个 的 由 立 平衡 方程 就 整个 物 系 而 言 , 就 有 
不 超过 3n 个 独立 的 平衡 方程 。 若 系统 的 平衡 可 题 中 未 知 
量 数 等 于 或 小 也 中立 的 平衡 方程 式 数 问题 则 尖 表 定 问题 


否则 ， 


2 


由 省 苇 问 


本 
滞 | 


本 


问题 惑 属于 静 不 定 问 题 。 


对 符合 可 解 条 件 的 分 离 体 先 
行 求 解 。 


将 求 得 物 系 的 内 力 ， 通 过 作 
用 与 反作用 关系 ， 转 移 到 其 
他 物体 作为 已 知 力 ， 逐 步 扩 
大 已 知 量 的 数目 直至 全 解决 。 


解决 物 系 的 受 力 分 析 问 题 ， 总 是 运用 静 力 下 入 方 闻 
程式 建立 已 知 量 和 未 知 量 的 关系 , 痢 间 一步 用 已 打量 
表达 出 未 知 量 。 所 以 ， 解 决 物 系 的 平 衔 可 题 时 , 应 
光 先 从 有 已 知 力作 用 的 、 而 未 知 力 数 少 于 或 等 于 独 
立 平 衡 万 程 数 的 物体 开始 着 手 分 析 , 这 个 条 件 和 内 
可 解 条 件 , 对 符合 可 解 条 件 的 分 离 体 先 4 5 求解 将 
沂 导 系 的 内 力 , i 与 反作用 的 天 系 , 转移 到 
其 他 物 林 作为 已 知 力 , 逐步 扩大 已 知 量 的 数目 直至 最 
终 全 前 多 矿 这 就 是 求解 物 系 平衡 可 题 的 大 到 硕 序 。 


整个 物 系 是 静 定 问题 时 ， 物 系 的 所 有 
体 也 有 可 和 傅 


此 时 必 人 存在 有 些 4 分 汪汪 四 个 未 知 力 , 但 存 对 


在 三 个 未 知 [C 交 于 同一 所 政 互 楷 科 了 生肖 兄 , 取 汇 


交 扩 米 BU 或 取 于 行 线 灶 强 5 负 即 可 解除 部 分 未 知 

力 所 以 几 分 离休 有 已 # 嘱 作用 , 里 和 ">; 个 霖 KY) 

但 有 《nm 个 力 汇 交 或 平行 的 条 件 , 此 条 件 B 诈 B 

分 可 解 条 件 , 对 于 这 类 问题 , 应 先 从 符合 部 分 可 解 
条 件 的 分 离 体 着 手 解 起 。 





下 加 于 意思 录 一 


”人 字 梯 由 AB、AC 两 杆 在 A 点 钱 
接 , 又 在 DE 两 点 用 水 平 强 连 接 , 
梯子 放 在 光滑 的 水 平面 上 , 其 一 边 


有 人 欧 梯 而 上 ， 人 重 为 G, 尺 二 如 


右 图 a 所 示 。 如 不 计 梯 重 , 求 绳 的 
张力 及 贸 链 A 的 内 力 Fw、FA; 并 
ee 二 程 中 F 及 下、 的 最 


罗 此 题 可 能 取 的 对 象 有 人 字 
弟 整体 、AB 杆 、AC 杆 。 其 中 整体 所 
受 力 系 为 知行 力 系 , 而 且 只 有 两 个 
未 知 力 , 符合 可 解 条 件 , AB 及 AC 杆 
所 受 力 系 为 平面 任意 力 系 , 每 个 杆 件 
都 有 四 个 未 知 力 , 不 符合 可 解 条 件 


“ 束 反 力 F 、F .后 ， 再 求解 其 他 未 知 力 . 


现 先 取 整 体 为 研究 对 象 , 并 画 出 其 分 0 离 体 
受 力 图 (上 图 b) 。 分 


图 b 2>M.(F)=0 


G:a:cosa—Fs2lcosa=0 
可 得 Rs = G7 
_“ 求 出 Fe 后 , 再 取 AB 杆 为 研究 对 象 
画 出 其 分 离 体 受 力图 (上 图 c) 。 
C: EF,=0 
二 EU 


Ay 


可 得 Fy 


GA 
21 


物体 系统 的 平衡 问 甫 


C. 2>M,(F)=0 
Fh—-F lcosa=0 
一 | a /J 
日 | 信访 =C 一 .一 COSCW 
可 俐 
=Gacosa/2h 
C: ZF=0 
Ft+F=0 
可 得 N,, =—Gacosa/2h 


对 F 及 Fw 而 言 , 当 h 及 x 值 下 降 而 a 增 大 
时 ， 及 Fw 入 之 增加 对 Fwy 而 言 , 当 a/ 增 


加 时 ， 


Fa 曾 加 。 
< 要 以- 分 折 ， 谨 莫 他 多 教 量 不 朗 风 
下 当 大 入 

Ta Fi 各 为 时 大 入 FF ee ON 


=—Glcosa/2h, 





上 图 为 合身 图 ， BCE 为 一 整体 全 
面 AOB 为 一 杠杆 在 0 点 铵 支 DC 
为 水 平 二 力 杆 , 人 和 络 部 分 自重 已 平 
衡 故 可 不 计 , 已 知 ?=5KN,，1=2m， 

“=05m， 试 求 平衡 时 硅 码 重量 p 与 
被 称 物体 重量 G 的 比值 


台秤 p 与 G 的 比值 与 汽 和 
车 在 台秤 上 的 位 置 X 及 结构 
上 的 尺寸 BC 值 无 关 。 


(1) 取 研 究 对 象 。 因 G 作 用 于 BCE 构 
件 而 P 作 用 于 AOB 构 件 , 故 取 此 两 构件 
灼 钥 , 并 分 别 画 出 其 分 离 体 的 受 力 图 | 
如 上 图 b、c 所 示 。 


YY WO 5 上 P| 挤 琅 程 水 解 . 





平 徊 任意 力 系 一 


生铁 压 断 机 如 上 图 所 示 , K、K。、 
K 为 三 人 着 于 生 纳 兴 EE 
涓 块 C 必 须 通过 钢 镶 件 K 给 生铁 块 
以 压力 F; <c、6、a、b、c 和 e 的 值 
为 已 知 不 二 摩擦 和 自重 , 试 求 此 时 
作用 于 主轴 OE 上 的 力矩 M 的 值 


HY” 按 题 意 要 求 建立 M 与 F 的 
天 系 式 。 


(1) 取 有 已 知 力 及 未 知 力作 用 的 构件 
ABC 及 OE 杆 件 作 为 研究 对 象 , 分 别 画 出 
分 离 体 的 受 力 图 , 如 上 图 b、c 所 示 。 

0 列 j 黎 思科 


先 取 构 件 ABC 为 研究 对 象 。 


物体 系统 的 平衡 问 甫 


FcosactF singb—-Fa=0 
本 得 =F(ccosa+bsina)/a 
FF ccosat+bsino 


cosa a 

=F(c+btana)/a 
求 出 后 , 再 取 杆 件 OE 为 研究 对 象 。 
C : TM(F)=0 Pesinp— 
可 得 M = :esin B=F(c+btana)sin Be/a 





平 徊 任意 力 系 一 


光一 厂房 采用 三 贸 拱 架 结 
构 如 上 图 所 示 , 已 知行 车模 
梁 ED 自重 G=12kN， 小 车 
重 G,=8IN， 左 有 拱 架 名 重 
G;=G, =60KN, 风 压 的 合力 
P=12kN， 各 力作 用 位 置 及 几 
何 太 寸 如 图 所 示 。 斌 水 A、B 
两 支 座 的 约束 反 力 。 


过 有 记 束 体 及 
梁 、 左右 拱 架 , 分 别 画 
出 妆 1 分 讽 本/ 图 


如 上 图 b、c、d 所 示 。 
| 以 及 受 平 面 平行 力 系 作 用 ， 


es 


用 , 共计 可 列 八 个 独立 的 平衡 
方程 , 而 未 知 力 有 : A B 点 支 
座 反 力 名 两 个 , ( 贸 链 内 力 两 

站 行车 D 处 轮 与 轨 的 内 
力 两 个 , 共 八 个 。 因此, 此 物 
系 的 平 铭 可 题 是 一 个 稳定 j 知 
定 问 题 。 


WO 列 黎 方程 站 解 


物体 系统 的 平衡 问 甫 


5 求 得 Fu、 上 后 岂 ， 受 力图 hb d 中 仍 各 有 四 项 未 
知 力 ,各 访 稳 史 有 = 个 因由 就 介 网 件 而 襄 
不 能 全 解 , 但 b 图 中 A B 两 点 位 于 同一 水 平 线 上 ， 
A 或 B 都 是 三 个 未 知 力 的 [区 扎 , 分 离 体 受 力图 三 
在 部 分 可 解 条 件 。 取 A 为 和 拭 心 , 列 出 平衡 方程 可 
局 部 解 出 一 些 未 知 力 。 

b 2>M,(F)=0 

Fs, X16—G x8—G,x3.1-G,x2-G x1l4-Fx7=0 
可 得 Fs, = (8C +3.1G, +2G03 +14C4 +7F)/16 
=(8x12+3.1x8+2x60+14x60+7x12)/16kN 
=72.8kN 

b : 25,=0 

F,+Fe,—G—G,—G—-G=0 
得 f=G+G,+G,+G = 用 
=(12+8+60+60—72.8)kN 


来 出 Fwy 及 Fsy 后 , d、b 两 
图 各 有 三 外 未 入, 和约 符 合 可 
解 条 件 。 
图 d: >M.(F)=0 
Fy.x1l2+ Fe,x8—Fp xX6.2—G4x6=0 
可 得 
Fs =(—Fs, Xx8+Hp xX6.2+G4 x6)/12 
=(-72.8x8+8x6.2+60x6)/12kN 
= -14.4KN 
图 b: >F=0 
人 
F =-F, —F=[-(-14.4)-12]kN 
=2.4kN 


A 图 BC d 三 图 中 ， 只 有 人 
如 莹 利 够 号 反 刀 数 导 卜 /方程 
数 相 等 , 符合 可 解 条 件 , 故 先 
取 横 梁 为 研究 对 象 。 
C. > ME(F)=0 
Apxl2.4-O x6.2—G,x3.1=0 
可 得 mn =(0.2C +3.1G, )/12.4 
=(6.2x12+3.1x8)/12.4kN 
=8KkN 
>F =0 
0 
可 得 =G +0,— Hy 
=(12+8—8)kN =12kN 


图 Cc: 





平面 任意 力 系 一 物体 系统 的 平衡 问 通 


染 的 分 离 体 受 力 图 (图 b) 。 
列 出 平衡 方程 求解 。 由 
图 b : XM(F)=0 
(Fy) 人 0 
可 得 及 = (7 -FY3 
=(4.693—1)x V3kN = 6.396kN 

b : EM,(F)=0 

2F.at+ Fa=0 
本 得 久 = 25 = -2kN 
b : >F=0 


—F cos30 —F cos30 一 六 =0 






































~ 


v 









多 试 计算 上 图 的 钢 屋 架 中 1 2 3 三 


钢 杆 的 内 力 。 已 知 忆 =0.6kN，F =1kN, 
4=2m,， 由 前 面 “ 例 一 ”中 的 答案 知 ， 


A、 B 两 支 天 的 约束 反 力 为 bo 


F,=5.385kKN, Fh,=4.693kN, 















若 再 求人 5 村 的 内 力 ， 则 可 故 取 称 6 竹 
俐 各 入 3 全 94， 并 国 出 有 半 检 
的 受 力 医 放 图 CR 列 出 平衡 方程 荆 
由 图 c: ZWMe(D=0，-Ra=0 可 得 瓦 = 要 

C: 2F=0, -hh-Fcos30 =0 

本 得 = 一 局 /cos30 =—6.396/0.866KkN = —7.386KkN 

多 次 运用 截面 去 也 本 | 倒 行 染 中 全 音 了 和 和 牛 


相等 答 案 7| 直接 注 
二 i 











些 内 力 对 右 半 竹 架 潭 尖 就 是 外 力 。 右 半 
桩 架 受 平面 任意 力 系 的 作用 , 它 的 平衡 
方程 可 解 三 个 未 知 力 。 因此 ， 用 项 本 去 
要 注意 两 点 : 中 所 取 截 面 要 将 从 架 切 成 
两 半 , 不 能 有 一 根 相连 @) 每 次 取 贡 面 
时 截取 内 力 未 知 的 杆 件 不 应 超过 三 根 
时 半 而 咱 nm 要 下 作 [ 交 于 -点 

可 截取 n 根 内 力 未 知 的 构件 ) 。 











和 任 前 面 平面 泡 交 力 系 中， 已 击 过 
对 性 架 的 几 点 假设 , 并 介绍 求解 性 架 平 
衡 i9o] 题 的 节点 法 。 现 介 绍 解 栓 架 和 



















题 的 另 一 种 方法 , 即 者 厨 去, 车 而 去 是 候 FT 一 
起 用 一 个 贡 面 有如 四， 任 到 一 半 为 于 为 求 1、 2 3 杆 的 内 力 , 可 取 截 


j 银 , 菇 肝 处 要 画 出 村 件 的 内 力 ,IX 桓 台 什 1、2、3 切 开 , 画 出 半 睛 检 


。86 ， 


< 平面 任意 力 系 一 小 S 


















A 力 的 平行 四 
利 | 用 力 的 1 力士 2 : 及 
xD 开 各 边 形 法 则 
TP 力 偶 的 合成 







] 


FF 
取 笛 化 中 心 O] 4 A 
2 
F 


有 一 个 平面 任意 力 系 


FRNA = | 
/4 
XE 
er | 


合成 为 存 包 比 中心 的 主 天 、 主 算 














取 简化 中 心 并 癌 此 处 简化 





主 矢 7R = 之 下 = 下 
主 矢 与 简化 中 心 位 置 无 关 。 
代表 力 系 对 物体 的 平移 作用 。 


主 矩 Mf = 之 M = 过 Mu(F) 
主 矩 与 简化 中 心 位 置 有 关 。 
代表 力 系 对 物体 绕 O 点 的 转动 作用 。 
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力 系 简化 为 一 合 
力 ，F=F， 合 办 
作用 线 通 过 简化 
中 心 。 


平面 任意 可 一 点 向 
i 


上 时 力 系 
处 于 平衡 





平面 任意 力 系 -一 个 仿 


“Ts 心 责 
三 个 力矩 方程 
二 个 方 年 方程 协 个 力 托 方程 


-一 () oF 一 () NM A(f)= 0 


>F,=0 [Zh,=0) | SMa(F)=0 


VA EAGT VA 
以 上 是 平面 任意 力 人 Wa 


系 的 三 组 平衡 万 程 7 由 二 
= X 
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平面 任意 力 系 问题 的 解 题 步 

















取 研 究 对 象 


应 选取 有 已 知 力 和 未 知 力作 用 的 
物体 为 考虑 平衡 问题 的 对 象 。 








物体 受 平面 任意 
力 系 作用 ， 利 用 
平衡 方程 根据 已 
知 量 去 求 未 知 量 
的 步骤 为 : 













讨 伦 与 校 核 4 


对 解 的 力学 舍 义 进行 讨论 , 并 可 探 
讨 一 些 ee 通过 另 
外 选取 一 个 -在 中 关 的 平衡 方程 ,对 某 一 个 
解答 作 重 复 运 算 ， 以 校 核 解 的 正确 性 。 











est 列 出 
平衡 万 程 : 


根据 未 丰 力 急 司 的 川 REK 系 选 定 坐 标 轴 和 算 
心 ， 如 有 两 个 未 知 力 互相 平行 , 可 选取 垂直 于 此 二 力 
的 直线 为 坐标 轴 ; 如 无 两 个 未 知 力 互相 平行 ， 则 选 两 未 
知 力 的 交点 为 矩 心 。 
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壮 血 任意 力 系 一 候 续 


对 于 由 实际 工程 问题 抽象 化 后 的 力学 问题 ， 应 当先 判断 它 是 静 定 问题 还 是 静 不 定 问题 。 


还 需 取 物 系 整体 为 研究 对 象 。 


时 I 还 需 取 移 系 整 林 加 究 X 抬 ,， 它 的 分 离 体 受 力 图 上 有 物 系 所 受 的 主动 力 及 


研究 对 象 的 可 解 条 件 为 


(1) ”有 已 知 力作 用 而 未 知 力 数 少 于 或 等 于 独立 的 平衡 方程 数 。 
2 如 林 知 力 数 共 n 个 多 于 名 立方 程 数 , 但 有 (n-1) 个 未 知 力 汇 交 或 n-1) 个 未 知 力 平行 , 则 为 划分 可 解 条 件 。 取 
此 汇 获 总 为 答 心 或 取 与 平行 力 相 垂直 的 轴 为 投影 灿 ， 列 出 的 平衡 方程 式 ， 可 解 出 部 分 未 若 力 。 
求解 的 顺序 应 先 从 符合 可 解 条 件 的 Xj 些 着 手 , 将 求解 出 的 未 部 力作 为 另 一 个 分 离 体 的 已 知 力量 新 开 乱 亲 解 条 件 逐步 
扩大 可 解 学 围 直 至 全 部 解 出 。 
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平 徊 任意 力 系 一 八 络 


假设 各 杆 均 是 受 拉 的 二 帘 二 去 取 截 开 的 半 个 检 染 为 研究 对 租 ， 但 
广 各 杆 均 是 受 拉 的 一 力 要 注意 到 不 角 戴 而 不 岂 ， 一般 只 能 截 三 根 未 和 


杆 件 。 求 各 杆 内 力 有 节点 法 与 内 力 的 杆 , 若 规 四 根 未 知 内 力 的 杆 世 须要 有 三 
截面 法 。 根 杆 汇 交 于 一 点 或 三 杆 平行 。 
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市 | 二 二 信 
靠 摩 探 力 
来 刺 动 ! 


前 几 章 讨论 物体 平衡 习题 时 总 是 假定 两 

物体 的 接 夭 析 是 绝 寺 光滑 的 , 知 咯 摩擦 不 计 

这 是 因为 在 工程 实际 中 有 许多 构件 的 接 船 林 

传动 比较 光滑 并且 具 有 良好 的 润滑 条 件 , 摩 近 

至 守 7 元 鸡皮 力 不 起 重要 作用 , 为 了 从 此 问题 而 略 去 摩 掠 

peg 并 不 会 对 结果 的 正确 | 出 全 | 汀 大 的 影响 , 可 


< 获得 较为 接近 实际 的 近似 结果 。 
SS ww / 夹 尝 工件 但 在 有 些 实际 问题 中 , 摩擦 在 其 中 已 成 为 
bs 1 Ke pa 主要 因素 将 炙 十 要 作用 而 不 能 多 从 由 
机 械 中 的 摩擦 离合 器 与 带 传动 , 要 依靠 摩擦 才能 
工作 ; 紧 固 螺钉 、 车 林 上 的 自 定 心 卡 盘 ( 左 图 ) 以 及 许 
多 机 订 夫 具 依 靠 摩擦 力 攻 天 固 工件 ; 制动器 依靠 摩擦 她 本 || 
卡 盘 与 工件 “Ai 动 (上 图 ) 等 。 


作用 下 不 会 转 紧 固 曙 性 区 丸 继 副 [| 划 用 寿 纺 本 能 怖 $ 渤 用 中 
动 ,以 便 对 零件 靠 产地 下 NN [和 站 失 E 河 是 用 往 元 服 各 类 麻 近 人。 有 人 
进行 切削 ! 天 紧 构 件 mr 0 MW 部 件 因 磨 损 而 导致 失效 的 ， 约 占 全 痢 呈 R 刻 零 郑 

















。93 。 


”摩擦 理论 


A Ree 


\ 


NSRNAS 
\“ 
人 NS 


”摩擦 现象 虽 是 普遍 存在 但 摩擦 机 理 却 是 一 种 极 复杂 的 物理 现象 ,摩擦 机 理 的 研究 涉 部 


及 多 种 学 科 有 的 从 宏观 去 研究 , 也 有 的 从 微观 去 研究 . 古典 的 摩擦 理论 认为 摩擦 是 由 
两 个 接 强 表面 I 凹 不 平 的 结 嵌 作用 而 产生 的 ( 左 图 ， 称 jh 械 中 的 哮 合理 论 , 由 于 上 而 的 
物体 在 外 力 拨 作用 下 有 相对 滑动 趋势 , 接触 表面 久 峰 一 侧 受 到 约束 反 力 的 作用 , 这些 约 
到 放水 平分 六 的 人力， 即 基 二 得 如 相 S 的 7 和 (法 各 99 束 反 7 为) 。 人 
A 天 


当 种 凹 不 平 的 两 个 表 醋 自 互 接触 时 , 在 压力 P 的 作用 下 , 接触 重 上 凹 峰 被 压 平 , 压 
平 过 程 中 产生 的 打量 积 始 在 一 个 极 /省 耶 E 围 内 , 压力 与 温度 对 剖 中 处 正平 的 微小 平 
面 上 出 现 牢 固 的 粘 者 点 ,在 水 平 外 力 二 的 作用 下 , 粘着 点 被 拉 断 , 物体 即 开始 滑动 
摩 探 力 融 是 煌 独力 。 


伺 汪 钊 大 醋 隧 炒 筒 j, 又 会 出 现 摩 察 州 兽 大 的 现象 , 仙 唱 二 昌 合 时 粘 合 的 很 牢固 
这 说 明 上 述 两 种 理论 有 一 定 的 局 限 性 。 
微观 的 摩擦 理论 认为 , 接触 表面 金属 分 子 在 热能 作用 下 人 作 连 续 的 振动 和 扭转 , 对 应 
表面 瑟 相 夺取 二 失 的 分 子 , 从 而 引起 相互 的 粘着 ,因此 就 产生 了 摩擦 力 . 这 种 作用 只 有 
在 百 万 分 之 一 厘米 以 下 的 距离 才 会 发 生 ， 因此 表面 越 光滑 , 接 般 杏 城 大 摩擦 作用 “、 
SN 也 就 越 大 。 这 也 就 解释 了 量规 粘 合 牢固 的 原因 。 A 





按照 物体 接 
触 部 分 可 能 
存在 的 相对 
运动 ， 分 为 ， 


按照 两 接触 
物体 之 间 是 
否 存在 相对 


运 勒 ， 妆 


按照 接触 面 
之 间 是 否 有 
:用 滑 ， 分 为 ， 


1 上 述 几 种 理论 尚 
未 全 面 、 准确 地 反 
映 摩擦 的 客观 规律 ,摩擦 


徐 动 摩 探 本 


静 摩 探 


本 本 章 乓 部 术 的 摩 

擦 计算 是 建立 在 证 

典 摩 擦 理论 基础 上 的 一 种 

村 鲍 算 , 对 于 不 同 的 工作 

条 件 , 往往 有 较 大 的 吴 疙 

| 故 目 币 想 要 3 光州 前月 二 果 ， 

TS 
g 状态 进行 买 验 测定 





摩 拉 一 滑动 谨 手 


看 动 肖 动 摩 探 


摩擦 力作 用 在 物 
体 的 接触 表面 处 
其 方向 沿 接触 面 的 
切线 ,并 与 物体 滑 
| 全 各， 推动 地 本 
人 3 1 如， 推 到 
两 个 相 互 接 的 木 箱 时 , 地面 对 
和 触 的 物体 ， 当 A 木 箱 的 摩擦 力 F。 


其 接触 表面 之 

间 有 相对 次 动 ， 

或 存在 相对 滑 车床 尾 座 
动 趋 劳 时， 彼此 
作用 看 阻碍 六 

动 的 阻力 ， 此 

力 称 为 滑动 摩 

探 力 ， 简 称 摩 

探 力 。 
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< 


上 静 滑 动 摩擦 
站 


静摩擦 定律 


最 大 静摩擦 力 的 
方向 与 相对 举动 趋 
势 的 方向 相反 ， 大 人 小 
与 两 物体 间 的 正 庄 
力 〈 人 法 向 反 力 ) 下 
的 大 小 成 正比 ， 即 


Fas=/f FN---( 1 ) 


式 中 ,比例 意 数 f 称 为 前 背 动 摩 

探 系 数 , 信 全 棕 系数 ， 它 已 的 大 

小 与 两 接触 物体 的 | 二 | 入 表 到 吉 让) 见 
表 订 等 ) 有 3 


i 
摩 探 系 数 可 由 基 人 ji 十 Fi 
光滑 表面 其 凌 直 参考 有 关 表 格 。 


摩擦 一 消 芒 诊 捧 


静 摩 探 力 的 简单 实验 


两 个 互相 接触 的 物体 主 委 寺 请 
动 的 趋势 时 , 披 上 相互 作用 着 阻 上 上 
相 x 囊 骨 动 的 阻力 , 称 为 遂 光 动 摩 探 
力 ， 信 沐 葛 摩擦 力 。 

为 了 说 晤 摩 探 力 的 性 质 , 可 作 
一 入 单 的 实验 , 如 上 图 所 示 。 在 打 
上 放 一 盘 , 盘 内 盛 奔 码 , 盘 与 夸 码 
共 重 G, 盘 蒜 一 根 强 绕 过 一 定 滑 轮 


A 挂 一 个 小 盘 C 若 不 计 赴 滑轮 及 其 轮 
轴 的 摩 探 , 强 作 用 于 B 盘 的 力 等 于 小 盘 
和 盘 内 夺 码 的 总 重 P。 

A 斤 很 小 时 ，B 盘 有 滑动 趋 
势 , 受到 果 面 的 法 同 约 束 反 力 外 及 切 
向 摩擦 力 F 的 作用 而 例 帮 玫 千 大 态 , 此 
时 , Fv=G, F=Fr。F 与 F 都 是 果 面 对 
B 盘 的 约束 反 力 , 力 瓜 约束 了 B 人 盘 在 力 
G 作 用 六 台 接 角 面 去 回 的 运动 , 力 F 约 
束 了 B 盘 在 力 斤 作用 玉 人 这 短 可 加 6 的 
运动 。 当 乒 在 一 定 沱 围 内 逐 罗 着 加 ,B 
盘 人 于 捷 止 , 这 说 明 摩 擦 力 F 随 强 
拉力 乒 的 增加 而 不 断 增 大 , 可 见 , 静 
摩擦 力 不 是 个 固定 的 直 它 的 大 小 由 平 


后 订 件 汀 兢 定 , 即 静 摩擦 力 时 时 与 外 界 


的 水 平 主 动力 拨 等 值 、 反 向 ， 维 持 物 
体 在 水 平方 向 的 平衡 。 





MK、 摩擦 一 毅 动 府 瑚 


进一步 的 实验 表明 , 随 着 力 隐 着 大 , 力 F 也 随 一 增 大 ， 
pF 但 力 F 不 能 无 限 地 增加 , 当 力 P 达 到 一 定 米 部 j, B 盘 处 于 
让 A 仿 拍 叶 IA 要 滑动 但 又 未 滑动 的 临界 状态 , 力 记 再 咯 增 加 一 些 , B 盘 
静 摩 探 力 时 简单 买 验 Wd pe ee 


一 一 临界 状态 时 , 摩擦 力 F 已 达 最 大 值 此 时 力 乒 孝 幅 弹 曾 员 


力 F 却 不 能 再 增加 , 力 F 有 一 个 居 限 值 以 表示, 则 


多 当 条 xi 赵 座 梳 力 上 公约 会 汪 
当 < ,物体 处 于 平稳 大 态 时 , 评 摩 探 力 F 始 终 与 


水 平 主动 力 斤 相 等 , F 是 一 个 有 限度 的 约束 反 力 , 所 以 处 
可 称 为 有 限 切 向 约束 反 力 。 

大 量 实验 表 阴 最 大 前 摩 探 力 的 方向 与 | 目 示 向 类 2 的 
方 回 相反 , 大 小 与 两 物体 间 的 正 压力 (法 回 反 力 ) 瓜 的 大 


\ 成 正比 ， 即 2 


静 滑 动 摩擦 系数 


(<、 


' 
有 
Um 
Se 
了 
/人 一 












稳定 二 
值 即 稳定 下 来, 所 以 ,在 一 般 运 
算 中 , 将 /近似 看 成 是 与 滑动 速 
度 无 关 的 一 个 常量 。 
下 图 为 两 类 不 剧 覃 问 /与 v 的 













实验 值 ，/ 值 可 查 右 图 表格 。 在 mm | oe 
eR | EI 
| 并 CE 


一 旦 滑动 后 , 继续 推动 物体 滑动 
束 比 较 省 力 了 。 


从 “| “上品 一 米 













数 除了 办 来 
和 两 接 角 内 知 梢 外 林 | 关 外 ,还 与 
两 物体 的 相对 速度 有 关 ，/ 倡 随 
滑动 速度 增 大 而 减少 , 当 骨 动 速 
度 超 过 一 个 很 小 的 有 限 什 后 ，/ 


晤 谋 欣 时 物体 的 翌 衔 月 通 ( 解 疡 法 ) 4 













也 是 用 平衡 条 件 求解 ， 计 算 三 
法 还 是 与 前 面 几 章 一 样 ， 只 是 在 


受 力 分 析 时 ,六 须 考 虑 摩 探 力 F，。 












物体 平衡 时 ， 静 摩擦 力 在 零 与 厂 。 间 
变化 ， 由 平衡 方程 来 确定 。 由 于 摩擦 力 下 

一 个 范围 值 ， 因 此 相应 的 物体 平衡 位 置 
或 所 受 的 力也 是 一 个 范围 值 ， 称 为 平衡 范 
围 ， 要 确定 这 个 范围 可 采取 两 种 方式 












静摩擦 力 F 是 个 不 定 的 值 
有 a 守信 人 








一 种 是 分 析 沂 贿 引 入 界 

司 兄 , 假定 摩擦 力 取 最 大 

值 ， 以 5=, = 二 作为 刚 
、 体 平 筑 的 补充 方程 ,来 解 


0< 0O<AKF 


另 一 种 方式 就 是 直接 
采用 <， 以 不 等 式 
进行 运算 。 


” 100 ， 


G) 列 平衡 方程 
求解 。 即 


式 册 、 式 @ 有 
三 个 未 知 力 : 所 人 
妇 不 可 解 。 

街 伏 态 ， 因 此 摩擦 


力 已 达到 最 大 值 
故 可 列 出 一 个 得 元 


a 问 的 摩 综 力 实现 的 . 分 别 图。 由 式 四) 、 式 DO 式 GB) ,可 汶 角 得 
G Nl 对 象 。 办 肥 册 和 OAB 研 究 图 ”出 能 产生 制 动 作用 的 最 小 力 
| 2 (T) 分 别 画 出 制 动 轮 及 曲 征 OAB 的 Femin -= 空 | 
外 图 分 离 体 受 力图 , 如 上 图 b、c 所 示 。 
SS 二 D 闻 矶 与 和 下 8 相互 作用 的 正 压力 


”上 图 为 一 制动器 的 结构 简 图 ,几何 Fw 随 F 值 降低 而 减 小 。 因而 摩擦 力 
擦 系数 为 f 鼓 轮 上 悬挂 重 物 为 G。 斌 办 的 平衡 处于 临界 状态 , 此 时 摩 0 
求 阻 上 和 和 二/ 轮 逆 肝 和夫 i 需 最 小 的 控 力 为 最 大 静摩擦 力 F- 人 ww 当 F 小 国 册 FS 二 计生 而 


力 Fomine es ea Fo 过 小 Eh 多 主动 转 矩 越 / ] 二 则 Pan 与 其 反比。 





。 摩 所 一 考虑 褒 搬 时 物体 的 陪 衡 髓 是 (解析 法 ) 


~ 


变速 箱 中 观 晓 时 移 齿轮 如 上 图 3 


所 坟 , 已 知 秽 轮 了 与 轴 则 的 毅 订 擦 
系数 为 f, 双 联 齿 轮 与 轴 的 接触 长 
度 为 b, 上 9 歧 又 (图 中 未 画 出 ) 作用 
在 齿轮 上 的 力 F 到 轴线 的 距离 为 
多 大 , 齿轮 束 不 会 被 卡 住 ,。 齿轮 
重量 忽略 不 计 。 


齿轮 孔 与 轴 间 有 一 定 学 
的 空隙 ， 齿轮 空 套 在 轴 上 滑 
动 , 故 齿轮 与 轴 的 受 力 分 析 
瓯 是 受 力图 一 站 中 的 ' 骨 前 oj 题 。 由 于 
F 力 作用 线 与 灿 平 行 ， 故 齿轮 将 发 生 
倾斜, 与 轴 在 A B 两 点 接触 。 齿轮 
受 力图 如 左 图 b 所 示 。 
列 出 双 联 齿轮 的 平衡 方程 式 
2 Fa -He=0 
2>M(F)=0 Fa-Fs:b=0 
由 以 上 两 式 ， 可 得 
Vo = 丰 .4 情 一 并 
要 傅 正 双 联 齿轮 在 力 F 作 用 下 清 
动 的 条 件 为 


F>F + 


— 
其 中 忆 + 三 均 以 最 大 静摩擦 入 部 


计算 ， 故 补充 方程 为 
F=f Fe = Js 一 1 
将 式 (3) 代入 式 (2)， 可 得 


PF>/(Fa ths 


er 
由 式 (1) 、 式 (4) ， 可 得 


即 双 联 齿轮 的 滑动 条 件 (不 被 卡 
住 ) 为 


在 设计 双 联 齿轮 几 仙 参数 时 , 为 
代 齿轮 在 轴 上 j 质 利 滑动， 应 满足 式 
G)， 一 般 应 取 尽 可 能 小 的 a 值 必 
要 时 加 大 b 值 所 以 , 在 有 的 双 联 具 
轮 结构 设计 中 采用 另 加 按 允 和合 态 法 
(T 图 ， 这 样 做 既 威 小 了 a 值 又 增 
加 了 b 值 合 V 联 肉 控 骨 ) 便 加 呈 活 





二 . 自 锁 现象 与 自 锁 条 件 


工程 上 几 对 依靠 摩擦 维 
持平 衡 的 物体 ， 若 在 满足 
一 定 的 几何 条 件 下 ， 不 伦 
主动 力 的 大 :| “如何 ， 忆 能 
保持 平衡 而 不 萌动 ， 这 种 
现象 称 为 自 锁 ， 形 成 自 锁 
现象 所 必须 满足 的 几何 条 
件 称 为 自 宽 条 件 。 


不 同 | 家 多 的 具 人 本 jo 顽 具有 不 同形 
式 的 自 锁 条 件 , 上 例 的 目 锁 条 件 为 


a 二 b/2f, 


7 PNA 和 
一 


其 


在 上 例 中 , 双 联 齿轮 的 滑 


动 条 件 为 "<2/27 。 

若 a>2/2f，, 则 按 式 (4) 
就 有 下 < /CFA +Re)， 外 力 F 
小 于 最 大 静摩擦 力 ,齿轮 必 
人 此 时 

采用 增加 作用 力 F 的 办 
了 是 不 可 能 
的 因为 在 力 F 境 j 鸣 同时 
按 式 四 可 见 , A、B 处 的 
FA Fe 也 按 同一 比例 增加 


上 例 中 自 饥 条 件 的 分 析 


wk 


多 


及 Ee 多 加 | rele 


2 
兰 ) 吧 


使 最 大 静摩擦 力 也 以 同一 比 
例 上 升 , 因而 双 联 齿轮 不 可 
能 滑 骨 移 。 
et 
得 到 .4a= As 2 ， 即 得 出 : 
Fs=F° et 随 
着 外 力 人 的 增加 , 正 压力 Fs 
蕊 Fw 其 安 - 定 Ft 列 淘 h 
而 静摩擦 力也 同时 增 大 。 





“103:. 


检查 一 个 结构 
在 受 主动 力 作用 后 
是 否 会 产生 月 杀 钢 


Na Ea 
过 二 务 摘 晓 乓 摩 
擦 站 定 。 可 先 


按 平 衡 条件 计 算 
接触 处 的 摩擦 力 。 知 接触 处 的 摩 控 
力 信和 小 于 或 等 于 最 大 静 摩 探 力 , 则 
构件 处 于 目 锁 状态 。 现 举例 说 明 。 


未 推动 量 物 时 , 摩擦 力 随 主动 力 变 
下 下 于 &X 


化 , 世上 转 在 00 F。。 (最 大 前 摩擦 力 











ES 全 


Ri。( 最 大 更 摩 
之 内 , 这 时 处 于 目 锁 状 态 ! 





用 - 反 绒 钳 钳 住 一 根 水 管 , 已 知 作用 于 钳 杭 
的 扳 力 F= s00N， 雏 口 与 管子 之 间 的 静摩擦 系 
数 /<05，。-201mm， 其 余 尺寸 如 图 所 示 。@ 
j 址 允 算 此 符 钳 会 不 会 打滑 ? @ 在 设计 千 纤 天 中 老 刚 定 旨 口 与 管子 之 加 的 
静 座 控 系数/-03， 问 应 使 e 等 于 多 少 才能 达到 不 打滑 的 目的 ? 


a 
SR 


“~ 
~ 


加 再 迪 | 一 可 
s ry SS 
用 手 旋转 “ 调 ” 
ZA 


整 螺 母 ， 使 活动 
固定 卡 盘 和 卡 盘 后 移 , 用 以 夹 
紧 钢 管 , 依 辕 钳 口 与 钢 芒 旧 的 


静摩擦 力 ， 使 管 钳 带 着 钢管 
司 步 旋转 ， 以 便 旋 紧 钢管 上 
“的 螺 扣 。 


从 


NN 


VAN 


SA 
NS 
VOSS 


你 


哄 





(DD 作用 于 手柄 的 力 F, 使 党 钳 
的 两 部 件 绕 C 氮 馆 链 作 直 目 j 转 动 
年 情 部 分 { 们 大 性 妇 力 ， 因 [ 呵 巴 
类 ”固定 的 水 党 夹 紧 , 夹 紧 力 FA、Fe 与 力 

_ 上 成 正比 , 与 e 成 反比 。 另 一 方面 力 F 
又 产生 一 个 使 官 寓 整体 绕 水 党 和 | 于 抱 | 
转动 的 作用 , 驳 束 窟 4 本 有 于 水 和 着} 本 骨 。 

现 分 别 取 营 钳 束 体 及 两 部 件 罗 形 记 村 
和 画 出 受 力图 a、 bcC 青 月 摩擦 力 局 NA、 
过 各 的 | 下 应 通过 前 十 管 钳 的 平 稀 方 呈 求 出 ， 


图 a: 之 MA(CF)=0 


F,:d—F.420=0 
420 420 
人 日 
日 | 信和 矿 =f 一 一 = 500x 一 一 N= 
同人 条 B 7 0 
a 。 之 D0 
F-F,-F=0 
F =F,+F=(4200+500)N=4700N 


本 A、 B 两 接触 点 的 正 压 力 九 NA、 


rs。 可 通过 旬 口 BC 部 件 的 形 条 件 而 


” >M.(F)=0 
F,(d+20)-F se=0 


可 得 ,= 碾 ， d +20 


= 4200x Ne 14700N 


a : Yh=0 
RRs 
可 得 到 = fs =14700N 
下 由 图 C: XM(F)=0 
Fa,:e=F.400+F, .20 
F :20=500x400+4700x20 
F\, =14700N 
A B 两 IE 压轴 雷 察 力 不 等 
这 是 可 能 的 , 因为 | 临界 状态 的 静摩擦 
力 是 一 个 ; 围 住 由 于 A 处 摩擦 力 较 大 ， 
故 只 需 检 验 A 点 处 是 否 会 滑动 ， 有 
FF = fh, =0.5x14700N =7350N 
而 总 =4700N ， 及 < Js 


A 处 不 会 打滑 ,整个 钳子 也 不 会 


2 证 册 与 管子 间 的 摩擦 系数 
f=03， 则 从 上 面 的 计算 有 
F.=4700N, F,=4700N 
二 
C C 
由 于 Pe fn 
即 4700<0. 3x4200x 二 


0 的 月 饥 条 人 为 18 76mm 
应 尽量 使 管子 的 位 置 深入 钳 口 内 便 , 可 
产 卸 以 和 庆 果 力 已 的 所 计 乔 的 凡 十 





”摩擦 一 府 捧 角 和 和 自 钱 的 儿 向 杂 件 。 。 阔 


EEE ED ,cn 


”将 主动 力 FE 及 GO 合成 为 


用 A 入 如 未 和 了 人 本 ee 
, | 已 ‘人 = 
J 大 态 ds \ 但 受 形成 了 夹 角 a 1 
也 同时 受到 了 约束 人 反 力 
FN 和 切 向 摩擦 力 F 的 作用 ! | 


Fa 


约束 反 力 久 及 F 的 合力 
称 为 却 包 的 全 约束 反 力 ， 
光 这 力 F 达 到 最 大 直 (6,，) 
时 此 时 全 约束 反 力 为 上 
它 与 接 钥 奋 公 法 线 的 夹 角 4 
也 达到 最 大 值 w,，%w, 被 称 
为 摩擦 角 。 





摩 控 一座 捧 角 和 自 锐 的 几 条 条 件 》 


x SS 
摩擦 角 的 概念 条 入 角 是 研 守 各 轴 课 向 和 另 一 个 重要 物理 量 , 现 以 左 图 所 示 的 实 
全 验 来 说 明 它 的 物理 概念 。 
自重 为 G 的 物体 受 一 水 平 力作 用 后 , 如 物体 仍 处 于 静止 状态 , 风 约 
束 面 司 时 给 物体 两 个 约束 反 力 , 即 法 向 约束 反 力 ,各 力 各 摩擦 力 F, 将 
F, 与 F 合 成 为 一 个 全 约束 反 力 F, 则 FF 代表 接触 面 xj 物 体 的 全 部 约束 
作用 . 全 约束 反 力 F .与 接触 面 的 公法 线 或 时 一 角度 "， 由 左 图 3 可 见 
tanD 三 帮 / ae 


2 角 的 偶 回 与 物体 的 运动 趋势 方向 相反 。 


< 隐 3 和 拉力 有 滁 驾 曾 加 时 摩擦 力 F 也 随 之 增加 ， 因而” 角 也 相应 地 增 大 ， 
六 力 5 增 至 临界 状态 时, 也 达到 太 ， 此 时 全 约束 反 力 为 F, 它 与 
接 负面 公法 线 的 夹 角 ?也 达到 最 大 值 %,, ( 左 图 b)，?. 利 为 摩擦 角 , 由 左 
b 可 见 


tang, = F,. / FH 


以 有 = 有 到 代入 ， 得 : A 
tan% = Frax FN =f*** (4) 
摩 探 角 的 正切 值 等 于 静 滑 动 摩 探 系 数 





摩 欣 aaa 


_ 自 9 锁 的 几何 条 件 于 件 让 
VY] 全 约束 反 力作 用 线 所 处 的 范 

人 nn 围 , 当 全 部 主动 力 的 合力 F 
与 接生 去 线 间 的 夹 角 < 小 于 


和 二 王 人 = 或 等 于 摩擦 角 w 时 ， 因 主动 
物体 处 于 平衡 力 的 合力 扩 与 全 约束 反 力 扩 
共 线 、 反 向 、 等 值 , 故 o=a 
( 见 左 加 ,此 时 , 不 从 主动 力 
为 多 大 ， 物 体 都 将 保持 平衡 
状态 泛 帆 库 擅 重负 象 

自 锁 的 几何 条 件 为 : 


| 时 
TD < 


SS > 汪 晤 区 式 方 [GTPA 让 
” 物体 平生 静 麻 力 总 是 小 于 或 等 于 最 大 况 摩 了 DY) Beene 
擦 力 , 因而 全 约束 反 力 下 与 接触 面 公法 线 间 的 来 角 变 , 这 时 全 约束 反 力 F 的 作用 线 
9 也 总 是 小 于 或 等 于 摩 探 角 w， 即 : 将 画 出 一 个 项 角 为 2, 的 圆锥 ( 左 
， 丰 押 振作 用 在 此 加 维 才 
围 内 , 则 物体 目 锁 ; 各 < >w， 即 
力作 用 在 此 圆锥 范围 以 外, 则 





摩 按 一座 挫 角 和 自 锐 的 几何 条 件 


NS 
在 倾角 为 的 斜面 上 放 一 物体 (上 图 ) ,车 


物体 只 受 一 个 铅 王 力 5 的 作用 , 着 测 入 本 与 笠 
面 本 的 摩擦 系 效 为 4 来 物 作 岩手 平 几 上 的 最 
大 倾角 wx,。 


画 出 物体 的 受 力图 (上 图 ， 物 | 本 受到 主动 

力 环 及 全 约束 反 力 到 的 作用 , 根据 二 力 平 衡 公 

理 , 此 二 力 必须 等 值 共 线 、 反 回 , 故 全 约束 

3 的 方向 应 治 铅 垂 线 向 上 。 它 与 斜面 法 线 间 的 夹 
根据 衣 摩 探 的 目 饥 条 件 ，< 不 能 大 于 静 摩 探 角 w， 
故 能 保持 物体 平 稀 的 斜面 最 大 倾角 c= 0, =arctanf 。 


主动 力 的 合力 台 与 接 舟 醒 去 线 间 的 夹 

角 4 小 于 或 等 于 摩擦 角 ?, 时 , 不 论 主 

动力 多 大 , 物体 都 伍 寺 平稳 状态 , 呈 
现 目 锁 现 银 。 





SS ”A fA i 
”应 用 ' 鲍 四 ' 的 结果 可 以 测定 两 机 YN 玉江 大 介面 愤 角 < 时 , 滑 块 自 了 


材料 间 的 摩 探 系 数 。 用 两 种 材料 做 成 [NAN 会 重 G 分 解 成 一 个 切 回 力 玉 和 一 个 治 斜 
斜面 与 滑 块 (上 图 )， 将 滑 块 族 在 斜 GAY 面 去 向 的 正 压 力 , 切 可 力 玉 人 便 是 使 物体 
面 上 , 逐 轴 兽 大 斜面 的 倾角 4， 直至 NN 党 侠 面 下 骨 的 主动 力 , 随 着 < 角 的 曾 大 ， 
滑 块 在 自重 作用 下 开始 下 骨 , 目 时 条 Sy LA 人 志 力 也 相应 增 大 , 反 向 的 摩擦 力 F 随 
面 的 a 角 即 为 静 摩 探 角 ， 其 正切 十 项 愉 力 同 步 增 大 , 直到 滑 块 开始 骨 动 天 力 
是 静摩擦 系数 。 和 | 病案 力 FBHj 达 且慢 大 让 一 一 上 I 
这 时 , 全 约束 反 力 与 们 而 去 线 方向 的 来 
角 " (v=a) 达到 最 大 值 , 即 %,，, 其 
正切 值 mo, = 人 = 全 =/。 因 此， 


xn= =arctan £ 只 要 测量 出 倾角 的 最 大 值 p，( 即 w,) 便 可 计算 出 两 种 计 


料 ( 滑 块 与 仙 面 ) 之 间 的 摩擦 系数 
摩 探 系数 测定 原理 如 右 


“19 





摩擦 一 诊 捧 角 和 和 自 伐 的 几何 条 件 


摩擦 系数 测定 的 应 用 实例 7 填 寻 币 汽 车 需要 确定 
全 一 一 番 计 在 车 身上 抬 起 的 角度 ， 
以 天 下 在即 车 时 尾 车 和 宵 内 货 
物 倾 番 干净 。 
世 售 ) 寻 人 色散 物质 由 
土 、 烽 或 很 食 ) 时 , 能够 
堆 起 的 最 大 坡 角 一 称 为 休 
止 角 . 休止 角 与 上 述 人 8 的 
最 大 倾角 一 样 , 就 是 松散 
物质 间 的 静摩擦 角 。 用 休 


止 角 可 计算 出 一 下 于 

地 人 世人 德 姥 和 类 多 质 也 民 b 量 , 

在 铁道 上 , 需要 确定 铁路 

生路 基 侧 面 的 最 大 倾角 ,以 
a 防止 滑坡 。 


a | ASN 


和 全 4 SS 煤 堆 坡 角 Oa 
让 J 





摩擦 一 考 寂 府 戎 时 物体 的 十 衡 问 通 ( 作 何 法 ) > 


两 种 解法 的 比较 


在 考虑 了 摩擦 
作用 之 后 ， 再 用 
平衡 的 几何 条 件 
求解 ， 此 法 就 称 
为 解 摩擦 平衡 问 
题 的 几何 法 。 


用 解 忻 法 解 摩 探 平 车 可 题 
时 ， 需 在 接触 面 上 添加 一 个 
与 物体 运动 趋势 方 品 相反 、 
;他 缮 邮 上 力作 用 5 动 线 方 何 
的 摩擦 力 F, 力 F 的 值 应 由 
物体 的 平衡 条 件 确 定 ， 其 值 
应 在 0 三 F< 不 \ 的 范围 内 。 


当 采用 川 本 去 解 摩 探 问 题 时 ， 
在 约 来 面 上 只 需 画 出 与 物 术 za 动 
趋势 方向 相反 偏 斜 的 全 约束 反 
力 玉 ， 太 同时 包含 了 接 般 面 的 
法 向 约束 反 力 六 与 切 吕 摩擦 力 
F, 者 物体 平衡 则 未 与 接触 面 
法 线 的 夹 角 " 束 应 在 0 往生 wo 
的 范围 内 ,五 的 值 旋 由 物体 平 
黎 条 件 来 确定 。? 是 接触 面 间 
的 摩 探 角 ， 其 信 为 


Du =arctanf » 





右 图 所 示 为 十 道 支 柱 中 杭 
连 授奖 置 , 模块 用 料 肌 本 页 紧 
梁 柱 而 不 致 丛 脱 。 设 模块 各 
接 角 本 晶 失语 摩擦 角 为 p,， 售 
使 局 块 不 致 目 行 彰 出 ,其 倾斜 
角 < 应 满足 什么 条 件 》 模 块 的 
目 重 不 计 。 


NA 


人 
从 
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所 
NS 
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和 
全 
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AN 
SA 
AN 
有 
S 
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N 


ANA 


画 出 个 块 受 力图 (上 图 ) ， 
由 于 模块 有 向 左 滑 出 趋势 , 
故 上 下 两 接 乌 栖 上 的 全 约束 反 力 斥 、 
所 ,应 如 图 所 示 。 由 于 栋 块 是 二 力 构 
件 , 故 太 与 应 由 反 向 且 其 线 
a 门 与 铅 垂 线 之 间 的 夹 角 应 相等 , 故 
CPD=, 
C=91+9, 


外 
在 目 锁 情 况 下 

Ji < 9 : Sn 
可 得 模块 的 自 锁 条 件 为 : 





辊 式 兢 $ 畔 几 由 两 个 内 同 旋 
4 缘 和 抠 和 岂 牢 胃 人 天 拷 | 五 
并 将 及 石 压 仅 ( 右 图 ) ， 有 石 
与 辊 国 交 解 点 的 两 贱 天 角 a 
称 为 阁 合 角 ,， 有 石 与 辊 面 的 摩 
探 系数 为 f 若 和 石上 和 量 
试 确 定 太 ;8 条 几 的 合理 顺 合 
范围 。 假设 已 知 两 辊 子 直 径 
D=500mm， 两 辊 子 中 间 间 阶 
2e=50mm，f=0.3; 求 所 允许 
加 进 矿石 的 最 大 直径 d。 


FA 忆 的 作用 , 作用 于 矿石 人 B 

两 接触 点 的 全 约束 反 力 为 FA、F。 

了 作 中 大千 只 亩 1 却 的 最 大 赴 和 了 
石 ) 进行 分 析 。 此 有 时 路 角 2 达 到 最 大 值 
xn 有 石 在 Fe、 a 两 J 用 T 处 于 于 入 
状态 根据 一 力 阅 便 尝 件 Fis 与 fu 必 须 
等 值 、 反 向 且 共 线 在 AB 连 线 上 。 

由 上 图 b 可 见闻 =%， 

有 2 =29, 

一 般 情 部 下 哮 合 角 应 为 和 2 


2 
刚 | tancw < tan29, ， tang 


/=tang， 必 可 得 


1 一 tan2D， 


Sy 


入 arctan 


当 间 隙 2e=50mm， 轧辊 与 矿石 的 
f=03 时 , 欲求 矿石 的 最 大 直径 d, 由 上 
a 中 几何 天 系 ， 可 得 


0.9578 
=(22+52.2)mm 
=74.2mm 


0.9378 


可 得 4 -| 500x| 7 中 2 jm 





MK 摩擦 一 考虑 育才 


下 图 所 示 一 把 弟子 余 搁 在 沸 加 
梯 长 48 =/ 梯 与 墙 及 地 面 的 表 摩 
擦 角 为 p， 梯 与 墙 的 夹 角 为 ,不 
计 梯 重 。 

试 求 : D 若 = 大 于 %， 人 能 沿 
梯 攀 登 的 最 大 距离 BC ; 


忆 能 可 如 忆 顶 而 杨 子 不 多 骨 动 


g 4m X 
y v9 
Cx 


设 人 重 G, 当 人 登 梯 时 ， 
梯 端 A 点 的 滑动 趋势 垂直 向 
下 , 而 B 点 的 滑动 趋势 水 平 
向 右 ， 由 此 确定 A_B 两 点 全 约束 反 力 
Fw、 is 的 偏向 , Fy、 Fs 应 在 上 图 中 入 
B 两 点 外 [ 旺 订 站 弛 且 比 庄内 (图 a) 。 
取 梯 AB 为 研究 对 象 , 梯 共 受 人 
重 G、Fss、Fws 三 个 力 的 作用 , 由 三 
力 平衡 汇 交 定理 可 知 , 平衡 时 此 三 
个 力 必 汇 交 于 一 点 。 上 图 a 中 DEGH 
也 入 是 = 个 力 可 能 已 生 一 上 和 区 域 
(0 上 图 b 所 示 为 榜 百 缪 外 多 界 党 兄 , 
此 时 Fy、Fig 已 在 摩擦 角 的 极限 位 置 


时 物体 的 乎 衡 崩 是 ( 几何 法 ) > 


Fea、Frs、G 三 力 汇 交 
于 D 扩 。 如 人 继续 沈 癌 
则 人 重 G 的 作用 线 不 在 
DEGH 区域 内, 三 力 便 不 
可 能 CX 于 一 三 郴 风 平 
衡 即 被 破坏 。 
由 上 图 b 中 直角 A4B8D 
可 得 : 
BD=icos(g — 09,) 
由 ADCc8 可 得 : 
BC BD 
SnD sin(180 一 C) 
BC= BDsing, /Smw 
=/cos(G —9,)sing, /sino 
CC 如 安全 擎 登 的 长 度 KC 大 于 或 等 于 
杨 长 | 则 人 司 登 圣 梯 顶 而 梯 不 会 涓 动 。 
BC=lcos(g —9,)sing, /sincw 之 / 
(cosacosp, +SinwsinD )sing, /Snw 之 1] 
cotwcosPD sinp 过 1-sin op 
cotw 过 cos“V, /cosD,1lsinD， 
可 得 安全 擎 登 梯 顶 的 条 件 为 : 
cota 之 cotp, 
Bles<o, 





摩擦 一 旋 巷 诊 捧 简介 


接 放 在 地 面 上 推动 省 力 得 多 。 这 

说 明 用 辊 轴 的 滚动 末代 蔡 箱 订 的 滑 时 LN、 - 展 
动 所 受 的 阻力 要 小 得 多 。 车 辆 用 车 轮 反 

机 器 用 滚动 轴承 就 是 利用 了 这 个 性 质 。 


A | - 闪 = 
2 当 拔 运 机 器 等 重 物 时 若 交 动 轴 7 
在 重 物 底下 热 上 滚 轴 , 则 比 直 


PA 
NI 


Se YN [ 唉 
、 NS 


"INN SN 





和 闪 动 的 形成 : 


对 车 轮 施 以 推 ( 拉 ) 力 5 时 , 车 
轮 便 有 了 向 前 移动 的 趋势 ,地 备 则 
给 车 轮 向 后 的 、 数 值 肯 对 应 的 摩擦 
力 F, 力 5 与 F 构 或 了 一 个 力 偶 , 其 
数值 为 = fr， 力 偶 使 车 轮 产生 


深 动 。 


摩擦 一 旋 巷 诊 捧 简介 


潜 玉 皮 J 小 和 散 : 加 皮 的 原因 可 
从 车 轮 在 地 面 上 深 动 的 睛 ; 吕 来 分 
析 , 将 一 重 为 G 的 车 轮 放 在 地 面 上 

dt 车轮 自 兴 5] 为 Rm) ， 
在 车 轮 上 加 一 微小 的 水 平 拉 力 五 ， 
此 时 车 轮 与 地 西 接 触 处 就 会 产生 一 
摩擦 阳 力 F 以 阻 上 车 轮 向 前 滑动 , 
由 左上 图 可 见 ， 主 动力 后 与 涓 动 摩 探 


力 F 组 成 一 个 力 偶 ， 其 值 为 hr， 驱 
使 车 轮转 动 。 但 实际 展 匈 是 , 在 车 
轮 重 量 作用 下， 车 辊 与 地 面 都 会 产 
生变 形 , 变形 后 , 地面 对 车 辊 的 法 
回 约 束 反 力 玉 会 琢 移 偶 距 e, 并 形 
成 地 面 对 车 轮 滚动 的 阻力 矩 ， 其 数 
值 为 Ke, 方向 与 驱动 力 偶 相 反 , 又 
称 其 为 滚动 摩擦 力矩 。 





摩 所 一 少 田 谨 搬 馈 介 


AAA AAA 


在 车 轮 重 量 G@ 作 用 下 车 轮 与 地 面 
都 会 产生 变形 , 变形 后 , 在 车 轮 与 地 
面 接 触 面 上 约束 力 的 分 布 党 兄 大 2 
上 图 a 所 示 , 这 时 , 因 车 轮 在 力作 用 
下 有 向 右 移动 的 倾向 , 故 接触 面 在 A 
点 右边 压 紧 、 左 边 放 松 ; 因而 , 这 些 
分 布 在 接 钥 面 上 约束 反 力 的 合力 的 0 
水 平分 量 F 仍 通过 A 点 , 但 合力 的 法 
向 分 量 不 向 右 偏 移 一 个 e 值 , 如 上 图 
< 所 示 。 此 时 ， 力 偶 答 X =Ae 起 阻止 
车 轮 深 动 的 作用 , 其 转向 与 车 轮 的 深 
动 趋势 方向 相反 , M 就 是 接触 面 对 车 


轮 深 动 的 阻力 和 矩 , 称 罗 农 动 摩擦 力 算 , 
若 将 这 些 分 布 的 约束 反 力 向 人 点 洋 
化 , 即将 合力 的 法 向 分 量 太 向 A 点 平 
移 本 时、 上 以 及; 知 j 摩 擦 力 偶 矩 M 
如 上 图 b 所 示 , 标示 列 旺 的 约 未 作用 。 
_ 当 力 石 通 加 曾 加 ,使 车 轮 达到 开始 
滚动 而 尚未 滚动 的 临界 状态 时 , 法 向 
反 力 到 的 偏 移 值 e 也 相应 地 远 贺 兽 加 
到 最 大 值 5， 故 深 动 摩 探 力 偶 矩 M 随 
主动 力矩 fr 的 十 加 而 增 大 , 深 动 摩擦 
力 偶 有 一 个 最 大 限 值 M,,,， 即 


此 式 表 了 明 ， 滚 动 摩擦 力 偶 矩 的 最 大 值 
与 法 向 反 力 的 大 小 成 正比 , 式 中 5 是 一 个 
有 长 度 单位 的 系数 , 称 为 滚动 摩擦 系 
数 ，5 就 是 接触 面 的 约束 反 力 与 理论 
接触 点 A 的 最 大 偏离 直 5 值 主要 与 两 
接触 面 的 材料 硬度 有 关 。 材料 硬 , 接 
触 表 面 变 形 就 小 ，5 值 亦 小 。 例如 车 
有 针 J 足 气 后 使 车 挫 变 形 减 小 , 便 可 减 
小 滚动 摩擦 阻力 。 





摩 提 












一 厦 动 诊 捧 简介 》 


不 滚动 的 平衡 条 件 为 () M/EM 


INaX 





浴 动 摩擦 力 偶 矩 


当 车 轮 处 于 临界 状态 a 
时 ， 风 /4 人 


滚动 摩擦 力 偶 矩 ”人 本 潜 动 摩 探 力 偶 算 
是 最 大 值 














AZ 
/IT -一 OF 


容 动 摩擦 系数 (近似值 ) 


摩 苹 禁 | “| 庆 颖 数 


网] 网 木材 对 钢 
钢 对 -本 十 本 本 











庆 败 | 滚动 庆 宗 系数 


衡 方 方程 得 算出 





车 轮 处 于 平衡 时 








TS 人 
41> 4>} 
> 六 
DC 

DC 





< 说 扩 一 全 4 
动 彰 动 摩 探 滚动 摩擦 


Ol 
闪 8 动 | 
WA 人 全 [ 川 |。 im A 三 一 


”解析 法 


PE A Ad = fF 0<MM.,, 


9 为 全 约束 反 力 太 与 已 ' 是 在 已 发 生 滑动 博 M 由 平衡 条 件 确定 
接触 点 法 线 夹 角 况 下 的 摩擦 力 ， 太 则 近 M =6F. 
似 认 为 是 一 常量 


0 三 VD 三 VD 
0 由 平衡 条 件 确定 


D_ = arctanf 


ED ET 

| F | 静摩擦 力 及 | 法 向 约束 反 力 。 国 %，| 摩 按 角 ” 夺 M | 滚动 摩擦 力矩 

Ca 动 摩擦 力 时 去 | 全 约束 反 力 CE 代 国 ETEER 百 
”| 动 摩擦 系数 9 “| 滚动 摩擦 系数 


最 大 静摩擦 力 9 ES 


"120 


0FEPFP,. 
F 由 平衡 条 件 确定 


Fa = fH 





CS - 人 用 解析 法 解 有 更 滑 
动 摩 探 的 平衡 问题 
的 步骤 




















画 出 与 物体 运动 趋 
势 方 向 相反 的 摩 探 
力 以 及 其 他 作用 力 。 






列 平 衡 方 程 ， 1 
需 列 出 补充 往 程 


四 是 不 等 式 , 所 以 答案 
一 个 有 范围 的 值 。 


考虑 物体 处 于 平衡 的 
临 并 状 态 ， 则 补充 万 
程 可 取 等 式 Ff 
所 得 结果 也 是 相应 应 的 
极限 值 。 













CD 押 体 的 重 是 
推 (或 拉 ) 力 

NE 

ya) 
















没有 推力 5 时 便 有 居 婴 产生 
所 项 名 由 动 摩擦 , 束 是 随 着 推力 1 逐 
;加 兽 大 ,摩擦 力也 在 随 之 增 大 ,直到 
临界 状态 (物体 将 动 示 动 )，, 力 f 达 
到 临界 值 ， 力 F 达到 


















摩擦 力 
(地 面 约束 反 力 ) 
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用 力 推 物体 , 物体 尚未 滑动 ， 只 
达 且 峰 千 界 大 态 , 全 约束 反 力 不 与 法 线形 
成 摩擦 角 %.。 






画 出 与 接触 面 法 线 成 
0 角 而 与 运动 趋势 方向 
反 向 的 全 约束 反思 奈 
和 其 他 作用 力 。 补 充 条 
件 为 <o。0， 是 摩 
探 角 ， 它 是 接触 面 上 全 
约束 反 力 可 能 偏转 的 最 
大 角度 。 



















1 法 向 约束 反 力 


/ 互信 摩擦 力 最 大 值 
四 :ED 


当 什 力 达 到 摩擦 力 的 最 


大 值 (5 = 二 /) 时 ,物体 

处 于 临界 状态 (| 所 坏 动 ) ， 
和 的 合力 太 与 法 线 方 

向 的 夹 角 为 0。( 摩 擦 角 ) 










“1122* 


摩擦 一 小半 


主动 力 石 及 G 
合成 为 一 个 合力 
fo， 其 与 法 线形 

$7 24 


若 主 动力 与 接 
触 面 法 线 之 间 
夹 角 a 小 于 9，， 
则 不 论 主 动力 
的 值 增 至 多 大 ， 


下 接触 面 总 


这 种 现象 称 为 
自 锁 现 象 。 





图 看 出 ， 只 有 省 和 > 及 .时 < 才能 大 于 wp 
所 以 物体 开始 滑动 (图 中 6G=)。， 


摩 党 的 机 理 是 一 种 极为 复杂 的 物理 现象 , 目前 
ee 
湄 却 和 更 为 了 明显。 对 于 重要 而 精确 的 辣 题 ， 应 pp _ 
Tm $$ 二 i TN S| " 上 图 中 ， =0. mR Qn, 
拟 实况 进行 实验 测定 。 物体 将 动 未 动 ， 处 于 临 四 状态 . 





若 力 系 中 各 
思 的 作用 线 不 
在 同一 平面 内 ， 
到 轧 系 就 称 为 
空间 力 系 


按 力 作用 线 的 相对 


位 置 分 


。 124 ，。 


候 


力 在 空间 直角 坐 
标 轴 上 的 投影 


中 及 下 内 导 疝 


力 对 轴 志 和 窍 的 概 
念 与 运算 


Jia 


可 沐 寸 可 用 冬 半 


空间 任意 力 系 问 题 的 
求解 方法 


ba 


在 机 械 工 程 中 , 机 械 政 零 部 件 的 
几 研 引 都 是 立体 的 , 一般 所 作用 
的 力 系 都 呈 空 间 惟 7XS 左上 图 中 c b 
分 为 色 LX 力 系 与 宇 印 于 总 力 系 
的 实例 下 T 国 厅 示 手推车 是 受 空间 
平行 力 系 作用 的 实例 。 





MK、 容 间 力 系 一 力 在 空间 直角 生 标 系 上 的 投影 » 


国力 在 坐标 轴 上 的 投影 


思 玉 在 x 轴 上 的 投影 定义 如 下 : 


过 力 亚 两 疹 ， 作 垂直 于 x 
轴 的 两 个 平面 己 反 0 ;PP、 
O 两 平面 与 x 轴 相 和 交 于 4 
5 两 点 ， 则 线段 ab 即 为 力 2 下 负 需 着 由 到 机 
.上 为 正 ， 与 x 轴 的 正 向 相反 ， 则 为 负 。 
和 和 轴 上 的 投影 ， 以 Fs 要 计算 5 I 是 ee 有 
夹 角 为 c， 则 


PR 站 页 一 — 
hh bo 一 土 忆 . coSw ……(1) 
轴 一 般 不 共 角 一 律 采用 力 F 与 x 相交 所 形 或 > 锐角 正 负 号 则 由 
面 。 二 S 兴 与 X 轴 的 正 向 是 否 一 致 而 sc 





MK 空间 力 系 一 力 在 空间 直角 人生 标 条 上 的 投影 » 


ee 力 在 平面 上 的 投影 


力 下 在 平面 wy 上 的 投影 定义 如 下 : 


过 力 玉 两 端 4、B 同 平面 夕 
引 两 条 垂 线 ， 得 垂 足 4 、 娘 ， 
A'B' 即 为 志和 在 平面 的 投 
影 ， 以 ,表示 。 


在 空间 问 
题 和 除了 jj 三 
轴 上 的 投影 
外 过 多 用 到 
力 企 直 而 上 投 
影 的 概念 。 


A 


设 在 空间 有 一 力 F, 另 有 一 平面 xy, 如 上 图 所 示 , 力 F 在 
平面 xy 上 的 投影 定义 为 : 过 力 F 两 端 A B 向 平面 xy 引 两 
条 垂 线 , 得 王 足 4，B8'，XB’ 即 为 力 F 在 平面 xy 的 投影 
以 了 表示。 若 奶 与 148 的 夹 角 为 a， 则 


式 @ 忆 懈 所 的 大 八大 前 访问 由 力 F 投 里 腹 二 而 十 












4 空间 力 系 -一 力 在 空间 直角 生 桂 系 上 的 投影 》 
A 


几 旦 4 C7 SS 


当 力 F 在 空间 的 方位 直接 采用 F 与 X  z 坐 标 
夹 角 c<、4、7 表 示 时 见 左 下 图 ) ， 力 F 在 直角 坐标 轴 
上 的 投影 可 按 式 (1) 计算 . 由 左下 图 可 见 , 如 以 力 F 
为 对 角 线 ,以 Xx、y、z 轴 为 校 边 作 出 正六 面体 , 则 此 
正六 面体 的 三 条 校 边 正 好 等 于 、、f。 故 
















在 空间 直角 坐 
页 






车 已 知 力 F 的 三 个 投影 £、F,、E， 亦 可 求 出 力 F 的 大 
小 和 方向 , 由 左 图 可 见 在 )y 平 面 内 , 四 边 形 0GGB 是 以 及 
为 两 条 边 的 矩 形 , 其 对 角 线 为 ,所 以 FF 六 
而 OGAD 又 是 Be 5 为 两 条 边 、 对 角 线 为 F 的 矩形 







0 _ SN 

若 力 在 空间 的 方位 采用 力 与 任 一 坐标 轴 如 z 轴 ) 
的 夫 角 ;及 力 在 垂直 于 此 轴 & 轴 ) 的 坐标 平面 ky 面 
上 的 投影 与 另 一 轴 的 夹 角 " 环 表示 , 如 左 图 所 示 , 则 可 
先 求 出 力 F 在 xy 平面 上 的 投影 已， 然后 将 尺 分 别 投 
影 到 Xx、 y 轴 上 , 求 出 力 F 在 坐标 轴 上 的 投影 。 此 法 
称 为 二 次 投影 法 , 力 F 与 Z 轴 间 的 夹 角 /为 已 知 , 故 
直接 可 求 得 力 F 在 z 轴 的 投影 关 


力 F z 轴 与 by 组 成 中 间 平 面 0p544，, 并 已 知 0D44 
为 矩形 ， 所 以 ， 力 F 向 xy 平面 的 投影 类 


F,=F:cos(90 —7)=F :siIny 


在 xy 平 面 内 再 将 FE 向 X 及 y 轴 投影 , 由 左 图 可 得 


区 F=F,:cosp=F :siny:cosy 
应 用 二 次 投影 法 的 投影 过 程 可 归纳 表示 如 下 : 


=F,:cosp9=F :snycosp F, =F, COS(90 -90)=F:sny:sing 


F,=F,:smop=F :snysing 





上 与 X 夹 角 为 <c， 则 

F 三 一 后 :CO08 

F 与 yz 平衡 天 角 为 9 -<， 则 
F,=F:cos(90 一 CI) 

= 三 .Sinw 

.与 y 轴 之 夹 角 为 p， 则 
F,=-F,cosp9=-r :sing:cosg 

.与 Zz 轴 之 夹 角 为 09° -op， 则 
F.=F, COS(90 一 O) 


=F:sinGg:sing 


”用 二 ; 糯 9 法 求 力 在 直角 坐标 系 中 的 投影 时 必须 
在 图 上 柯 明 尹 贿 亚 ) 线 前方 问 如 左上 图 的 用 彤 朝 ) 绑 
44 平 行 于 X 轴 则 另 一 条 情 量 线 o4 列 必定 在 允 平 本 内 ; 
再 标明 力 与 坐标 轴 K 轴 ) 及 坐标 平面 Wy 平面 ) 的 
夹 角 (cc, ?) 。 将 力 与 这 些 夹 角 余 3 评 气 即 可 得 力 在 
已 知 力 F 的 大 小 , F 与 X 轴 之 夹 角 为 <, F 在 yz 平 坐标 轴 及 坐标 平面 上 的 投影 。 
面 上 的 投影 与 y 轴 上 的 夹 角 为 ", 如 上 图 所 示 。 试 求 力 
F 在 x、y、z 轴 上 的 投影 。 





容 间 力 系 一 力 在 空间 直角 从 枝条 上 的 投影 》 


当 图 示 力 的 方向 
时 ， 几 不 标注 任何 角 
度 的 力 ， 其 方向 一 律 
看 作 与 某 坐 标 轴 重 合 或 
平行 ， 称 为 轴 向 力 。 


J 
Sp 


% 轴 向 力 在 放 举 标 轴 的 投影 大 小 等 于 其 实际 大 小 
而 在 其 余 两 个 坐标 轴 上 的 投影 均 为 零 。 


个 角度 的 力 ， 则 被 看 
成 力 的 作用 线 就 在 和 汞 
个 坐标 平面 ， 或 是 在 它 
a 


2 如 上 图 中 , 力 在 yz 平面 内 , 力 P 在 xy 平面 , 力 P 在 
与 冯 平 行 的 平面 凡 , 平面 力 向 空间 直角 坐标 系 投影 , 只 在 同 
平面 的 两 坐标 轴 上 有 投影 ,而 在 与 坐标 村 和 让 的 坐标 轴 上 的 


投影 为 零 。 





上 图 为 一 直 齿 锥 齿轮 , 已 知 其 锥 
顶 角 为 5=30"， 传动 时 齿轮 受 法 向 
力 F=100N 作用, 力作 用 于 锥 齿 
轮 平 均 直 径 处 的 去 器 币 面 内 , 且 与 该 
点 圆周 切口 速度 方向 ) 所 夹 的 角度 
x=20， w 即 为 齿轮 的 压力 角 。 

试 求 力 F 在 锥 齿轮 圆周 方向 由 、 
半径 方向 0 和 轴 右 方向 @ 的 分 力 


册 ) 在 所 作用 点 按 周 5 径 
向 与 轴 向 取 华 标 轴 t、r、a。 
@ 用 一 对 召 丢 期 出 为 


F 与 t 轴 夹 角 为 c， 则 
F=F.:cosa 
=]100N xcos20 =93.96N 
F 与 ra 平面 的 夹 角 为 00° -x， 则 
F,=F.sin20° =34.2N 
F, 与 + 轴 夹 角 为 5 
F =F, cos6 
=34.2Nx0.866 
= 29.6N 
F, 与 a 轴 兴 角 为 0° -5， 则 
P=PF, sind 


=34.2Nx0.5 





天 的 合成 及 税 衔 > 


Fa=F,+F,+** + 天 =2F (6) 


亿 旺 / 


将 上 式 向 x、y、z 三 坐标 轴 投 影 即 可 得 


空间 :[ 交 力 系 合 成 的 一 般 结 
果 为 一 合力 ， 合力 的 作用 线 通 
过 各 力 的 : ;CC 交点， 合力 矢 为 各 

分 力 矢 的 矢量 和 。 


当 设 在 某 物 体 上 A 点 作用 一 空间 汇 交 | 
力 系 F,、F,、F、…、F,， 其 合成 过 程 EFY+EFY+ERY 二 (之 已 ) +(OFY el m 
与 平面 交 力 系 合 浇 且 以 ,因为 其 中 任 

意 二 力 总 是 直面 网 四 立 应 用 力 的 平行 ] 
四 边 珍 友 由 将 力 系 最 终 人 为 作用 图 _ 2 _ 25 天 到 

于 汇 交 点 的 合力 Fe。 故 i Ds WA (9) 





空间 力 系 一 空间 汇 交 力 夭 的 合成 及 年 衡 > 
空间 | 拒 区 力 系 的 平衡 人 6 各 噪 一 空间 汇 交 力 系 的 合力 为 天 


_ 则 该 力 系 必 为 下 身 力 系 ,反之 , 要 使 
条 件 及 平衡 方程 式 ; 一 个 信 问 汇 交 力 系 成 为 下 贷 力 系 ， 必 


须 使 它 的 合力 为 零 ! 


式 (1) 也 可 由 式 @) 得 于 
空间 汇 交 力 系 平衡 的 充分 尺 儿 点 项 明 此 时 表明 , 一 个 平 秆 的 空间 汇 


人 入 二 交 力 系 中 名 力 在 富生 一 缴 标 
| 该 力 系 的 合力 村 轴 上 的 投 里 仇 和 均等 于 堆 。 即 对 于 一 个 平衡 的 物体 


应 当 在 任何 方向 都 是 平衡 的 。 


” 因由 立 的 平衡 方程 式 数 为 三 个 ， 
所 以 室外 CC 交 力 系 Io 匮 可 求解 = 个 未 
上 元 是 空间 汇 区 力 系 平生 知 ] 程 的 天 量 形式 尼 在 Xx XX z 轴 的 和 基数。 
投 影 即 为 平衡 方 程 的 投影 尿 2 媳 和 工 乡 陈 


在 应 用 投影 方程 解 姑 实际 5] 题 时 , 直 
角 坐 标 系 可 以 任意 选择 , 六 十 算 各 力 投 
及 阁 更 起 见 , 常 选用 图 上 标注 几何 尺寸 
及 角度 的 基准 线 作 为 坐标 轴 。 





的 合成 及 二 有 有 > 


DA 二 

作 A 点 分 离 体 受 力图 。 
| 
sa 


YF =0 
Ahcos43 一 Ahcos43 = 90- 一 一 一 (人 
>F,=0 

-Fucos30 -Fusin43 — Fs sin45" =000 
>F=0 
-G+ Fusn30 = (一 一 


O) 选 标注 角度 的 基准 线 OD、 We re 


OA、0OC 方 向 为 X、y、z 坐标 轴 、 
方向 为 X、y、z 坐标 轴 先 求 解 ” 得 
G 
日 判定 各 /方向 洁 卉 力 本 4 na0 
轴 上 的 投 味  G 与 z 轴 平行 轴 向 力 将 式 修 、 式 人 @ 两 者 党 直角 上 人 得 
设 AB、AC AD 三 个 二 力 杆 全 部 Fs = Fs 
受 拉 。 上 式 代入 式 (2) 
he Pb 只 主 个 方 Im 角力 7 2F,, sin45° = 一 忆 cos30- 
一 重 物 由 三 根 杆 所 支撑 , 设 其 作用 线 三 xy 平面 上 。 可 得 
村 重 仆 示 合十 方 人 帮 D 上 图 PFA 力 Fc ee a 四 于 面 Pe hh : 
若 已 其 重 物 的 重量 为 G, 试 求 各 计算 各 力 投影 并 列 成 表格 . -_122G 
杆 内 力 。 表格 中 每 一 行 总 和 为 零 即 为 平和 Fo 与 Fe 为 负 值 则 说 明 AD 杆 与 AB 
方程 ， 即 杆 是 受 压 。 


1 
2s1n 45° 





《4 


空间 力 系 一 


力 对 物体 有 两 种 作用 , 其 -是 使 
物体 绕 矩 心 转动 的 附加 力 偶 , 附 
加 力 偶 的 二 生 于 力 对 点 乙 算 。 因此 ， 
可 以 认为 力 对 点 之 和 矩 束 是 力 使 物体 
绕 矩 心 转动 作用 的 一 种 度量 。 


从 空间 的 角度 水 
看 ,在 平面 可 题 中 ， 
所 请 物体 绕 〇 oe 
动 , 就 是 物体 绕 
ro 
面 的 z 轴 的 转动 左 
图 ， 若 悔 力 使 物体 
绕 z 轴 的 转动 作用 
用 力 对 轴 之 矩 来 度 
量 并 以 M.(7) 下 不 
则 在 此 情况 下 


MAF)=Mo(F)=r 人 





“135% 


< 室 间 力 系 一 力 对 轴 之 逢 > 
力 下 对 z 轴 国 国 。 力 对 轴 无 矩 的 情况 


有 下 的 情况 
若 轧 了 与 z 轴 共 面 ， 则 四 
对 z 轴 无 矩 。 





































GZ 
er 和 
7 p> TD 潜 略 (2) 机 上 
A D> 行 ， 例 如 在 门 边 不 CES 攀 
eg 加 一 与 门 轴 平 门 都 不 会 转动 
Da < 行 的 力 后 上 图 所 以 年 与 z 轴 由 
Re 引 ， 显 外 -十 不 询 j 人 9 ， 
往复 抽 加 模 门 秆 会 转 的 。 所 以 当 M.(F)=0, 
F 与 z 轴 平行 时 ， 





M._(F)=0 


这 时 , 力 F 的 作用 面 
与 转轴 | 科 5 焉 直 , 力 对 


空间 力 系 一 力 对 斩 之 短 》 


对 一 个 既 不 与 5 轴 共 MA(F )=M(F, )=Mo(Fy )=Fy* d 
面 ， 叉 不 在 与 z 轴 相 a ey se A 
直 的 平面 上 的 力 玉 如 hcosged 12 ) 


何 求 其 对 zx 轴 之 窍 呢 ? 上 式 说 明 
力 对 轴 之 窍 等 


0 pp 于 此 力 在 垂直 于 该 轴 平 面 上 
2 小 牛人 


9 分 力 一 个 为 寻 的 投影 对 该 轴 与 此 平面 的 交 


z 轴 方向 的 分 力 乙 , 另 咒 之 算 。 

一 个 为 王 直 于 z 轴 平面 

上 的 分 离 ,。 这 样 就 

将 力 F 中 对 轴 无 和 矩 的 力 Xj 得 的 正 负 号 和 力 对 点 
成 分 与 有 息 的 成 分 分 之 矩 的 符号 规定 一 样 , 若 从 轴 
离开 来 虹 图 a) 。 由 于 的 正 向 看 投影 平面 , 如 力 F 在 该 
有 对 z 轴 无 矩 , 所 以 平面 上 的 分 力 | 而 jj 体 绕 部 阁 | 苇 
力 F 对 z 轴 的 力矩 就 向 力矩 取 正 向 ; 反之 则 妈 负 号, 

只 等 于 对 z 轴 的 力 力 对 轴 之 和 矩 的 单位 亦 与 力 对 
和 矩 即 &j7jJO 点 光 区 从 轴 的 正 点 之 矩 的 单位 相同 ,为 Nm、 


几 旦 / 
器 看 投影 kNm 或 Nmm 。 


平面 





@ 空间 力 系 一 力 对 轴 之 认 > 


MAF )=MAF: )+ MAF, + MF: ) 


因 分 力 乙 平 行 于 Z 轴 ， 故 M.(F.)=0, 


合力 对 作用 面 
内 任 一 点 之 矩 ， 等 
于 该 力 在 同 平面 
内 的 各 分 力 对 同 


玫 若 采用 间接 法 ,将 F 向 xy 坐标 平面 投影 为 


点 忆 息 的 天 量 和 。 求 上 对 z 办 的 矩 可 得 到 和 相同 的 结果 , 


M,(F)=M.,(F,)=F,, “d=M.,(F,)+M.,(F.) 
= 


在 空间 力 系 中 也 仍然 适用 


四 对 某 轴 ( 例 
nz 轴 ) 的 力矩 ， 为 
力 下 在 x、)、Zz 三 个 
po sh i 下 、 


、 厂 对 同 轴 (z 轴 ) RT 
TY 4 \XA、 yA ZA 
7 效 和 。 a a 





容 间 力 系 一 力 对 和 轴 之 年 


(1) 将 力 F 在 D 点 沿 六 = 方向 分 解 成 
及 玉 ` 天 三 个 力 ， 到 咏 ` 天 三 个 力 的 投影 关 
F=-F:cosa:snp 
F,=F:cosQa:cosp 
FF =F.:sinog 
(2) 用 间接 法 计算 力 F 对 X、y、z 轴 的 矩 ， 即 
M(F)= MF )+M(F,)+M.(F.) 
=0+0+F.:sina(AB+CD) 
=100xsin60 x(20+15)N:cm 
=3031N:cm 
M,(F)= M,(F)+M,(F,)+M,(F) 
=0+0+F :sing:BC 
=100xsin60 x40N.cm 
=3464 N:cm 


M.(F)= M.(F)+M.(F,)+M.(F,) 
=FcosasinB:(AB+CD)—Fcecosacosp:BC+O 


计算 上 图 所 示 手 柄 上 的 力 F 对 X 人 z 轴 之 矩 =[100xcos60 xsin60 x(20+15)—100xcos60 xcos 


cos60 x40IN:cm 
=(1515.5—1000)N:cm 
=$S15.5 N:cm 


已 知己 =100N，4B=20cm，BC=40cm，CD =15cm， 人 


B、C、 DD 处 于 同一 水 平面 ， =f=60。 





空间 任意 力 系 平衡 的 充分 
必要 条 件 为 向 任 一 点 简化 的 
主 矢 和 主 和 矩 同 时 为 零 。 


因此 ,可 得 室 间 力 系 的 平等 万 程式 为 : 


2 太 =0 2MCF)=0 
>F =0 EM(F )=0Pp() 
yo DVA )=0 


空间 任意 力 系 和 平 杆 生意 力 系 回 任 一 A 即 力 系 
中 各 力 加 同一 点 平移 香 E 个 空 | 旺 交 力 系 及 一 个 全 上 间 | 力 
偶 系 。 再 进一步 将 它们 千 获 一 个 力 和 一 个 力 但 力 力 全 全 
在 一 起 与 原 力 系 等 效 故 悔 力 与 力 人 出 分 另 千 之 为 守 晤 任意 力 
系 的 主 矢 和 主 托 。 

若 空 间 任意 力 系 平衡 财 凯 有 所 宣 的 主 矢 和 主 算 必 为 零 . 
反之 若 已 知 力 系 的 主 矢 和 和 主 和 矩 为 零 ,， 则 文公 jajf 竺 意 力 系 必 
为 平衡 力 系 。 





A ER VS 
空间 任意 力 系 有 六 个 独立 的 平衡 方程 , 所 以 

空 辣 任意 力 系 问 题 至 多 可 以 解 /个 未 量 . 如 果 

未 知 量 多 于 六 个 , 则 为 空间 静 不 定 问题 。 


-4 
2 SS Cy 
前 三 个 方程 称 为 投影 方 SS 
程 表示 力 系 中 各 力 在 任意 和 如同 对 平面 任意 2] 系 
三 个 相互 垂直 的 坐标 轴 上 投 问题 的 求解 一 样 ,在 解 
影 的 代数 和 分 别 等 于 零 , 表 具体 问题 时 ,三 个 投影 


朋 力 系 对 物体 无 何方 向 的 
平移 作用 ,后 三 个 称 力 条 方 坐标 轴 、 取 和 矩 的 轴 不 
未 轴 力 类 的 | 和 分 另 忆 王 定 要 使 投影 轴 与 取 矩 的 
表明 力 系 对 物体 无 绕 作弄 和 负重 全 

的 转动 作用 , 如 上 六 式 成 立 时 

刚体 的 运动 没有 移动 和 转动 

变化 , 刚体 受 空间 任意 力 系 

作用 而 处 于 平衡. 
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SSAS 径 


这 类 轴 秒 只 阳 止 轴 在 直径 方向 的 位 移 ， 而 不 类 量 台 
其 中 心 线 方向 即 机 加 的 位 移交 凡 经 中 下 问心 栅 系 赴 
， 其 可 能 存在 风 环 反 力 为 在 和 淋 5 向 古 为 过 网 总 的 一 
向 为 未 知 , 所 以 用 它 的 两 个 分 力 R.、A。 


Oo 


向 心 推力 圆锥 滚 子 ( 球 ) 轴承 、 径 
向 止 推 ( 短 ) 渭 动 轴承 和 球 狠 链 


向 心 推力 办 有 和 径 向 止 推 短 ) 滑动 
轴 逢 员 制 册 的 径 向 位 移 ， 同 时 还 限制 灿 的 
轴 向 位 移 , 故 除了 与 前 一 类 轴 笠 目的 约束 反 
力 F.、A 外, 还 有 轴 向 约束 反 力 及 (上 图 a) 。 
上 图 b 类 源 线 链 , 它 的 作用 是 在 空间 部 物体 的 一 
点 固定 , 支 座 郑 寿 和 如 汽车 变速 器 的 操纵 杆 , 夹具 中 的 于 
离 下 板 等 . 如 不 计 摩擦 , 这 类 约束 只 限制 物体 一 点 在 空间 三 
个 方向 的 平移 , 而 不 限制 物体 缆 求 必 的 倒 厂 经 轴 所 以 只 可 
能 存在 三 个 方向 的 约束 力 而 不 可 能 存在 {天 HI 方 向 的 约束 力 候 
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间 任 意 力 系 的 平衡 方程 


上 
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O b) 


机 城中 的 换 焊 、 螺 栓 组 连接 锥 酉 刀具 与 主轴 锥 了 四 接 , 
都 是 固定 端 连接 的 实例 。 

空间 问题 中 的 固定 端 约束 因 它 限制 了 物体 沿 X yx. z 三 轴 方 
向 的 全 部 平移 与 绕 轴 转 动 , 故 物体 可 能 受 的 约束 反 力 应 如 上 图 
b 所 示 , 共有 三 个 约束 反 力 记 、Fo、 记 及 三 个 约束 力 偶 Mo、 


Mo、 Mo。,。 

除 以 上 四 种 基本 的 空间 约束 类 型 外 其 他 类 型 可 根据 静 力 
学 基础 中 所 述 的 原则 进行 分 析 。{ 人 二 站 本 的 约束 类 型 在 平面 问 
题 和 空间 问题 中 其 可 能 的 约束 反 力 数 可 能 不 同 。 例 灿 第 三 
种 柱 旨 约束 与 平面 可 题 中 的 饮 链 约 页 目 可 ， 作 为 平面 可 题 ， 柱 销 
约束 的 约束 反 才 车 0 只 有 两 个 , 第 四 种 国定 问 约 束 仆 是 如 此 在 空 
| 回忆 有 7 个 约束 肥力 而 在 平面 5 题 中 只 有 三 个 约束 反思 






























上 图 所 示 门 上 全 页 机 注 上 的 定位 鲜 者 属于 这 一 类 约 
束 它 限制 了 被 约束 先 沐 各 X  z 三 个 方向 的 平移 及 绕 X 
z 轴 的 转动 , 故 可 能 存在 Fo、Fo,、Fo 及 Mo、Fo, 五 个 
约束 反 力 及 力 偶 , 但 有 时 对 较 短 的 合 页 及 定位 销 不 认为 
它们 有 阻止 隆 方 向 转动 的 能 力 ， 可 秽 单 地 与 向 心 轴承 
、 样 待 即 认为 它 可 能 只 存在 Fo, 与 Fe 两 个 约束 反 力 
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系 一 空间 任意 力 系 的 翌 衔 方程 式 >》 


0) 取 中 省 平板 蜀 开 完 对 象 , 并 作 击 其 分 离 体 受 
力 融 喧 T 锥 b 用 示 国 泊 K 芝 已 # 呈 条 G 及 未 和 的 人 
BC 三 轮 的 约束 反 力 FA、Fe、F 作 用 , 这 些 力 的 
作用 线 相 互 平行 ， 构成 一 个 空间 平行 力 系 。 
WO) 按 力作 用 线 的 方向 与 山下 zz 置 ， 取 z 轴 为 纵 坐 标 , 车 
板 为 xy 平面 ， B 为 坐标 原点 ， BA 为 x 轴 。 
(3) 列 平衡 方程 式 求 解 
>M.(F)=0 
F.:FC-G:ED=0 


得 Ff GL-15x dkN 05KkN 
何人 1.5 


FC 
>M,(F)=0 
G:EB-—F.:FB-F .AB=0 
G:EB-F.:FB 1.5x0.8—0.5x0.5 
8 
=0.95kN 


kN 


>F.=0 
上 下 
得 融 =G- 太 一 不 
=(1.5—0.95—0.5)kN = 0.05KN 


三 辊 推 车 如 上 图 所 示 。 着 已 和 47 =78=05m， 若 重 物 放置 过 偏 , 致使 F 为 零 或 负 值 则 小 车 属 绕 AC 


CF=1.5m，EF=0.3m ,ED=0.5m,，, 载重 G=1.5KN 。 


试 求 A、B、C 三 轮 所 受 的 压力 。 线 翻 倒 。 





空间 力 系 一 空间 任意 力 系 的 平衡 方程 式 》 


有 一 构 杆 式 起 

重 机 , 正在 起 吊 一 

G=20kN 的 重 物 ,立柱 AB 与 转 辟 AC 

在 A 处 与 基础 上 池 将 交 链 连接 。 几 有 民 寸 

如 下 图 a 所 注 。 若 不 计 各 杆 自重 , 试 求 
A 处 支 水 反 力 及 弦 时 BE 与 BD 的 拉力 。 


(1) 取 起 重 架 ABC 为 研究 
虱 对 象 , 并 作出 其 分 离 体 受 力图 
(左下 图 b) 。 
@ 取代 十 的 大 从 基 办 x y z 和 标 
G) 计算 各 力 对 坐标 轴 的 投影 及 算 , 
并 列 成 下 表 : 


GM Tm | 7 
Eo [olo Nie cors Roms m5 [4 
Bolollol 0 | is se [a 
lelylo for me] Fo cons |s 
mlslololo] 0 | sms fr 


wllol olol re ors] wer eos [2 
MT nn | 


将 fo 各 其 作用 线 平移 , 再 分 成 Bx 
Z 三 个 方 上 的 分 刀 了 这样 对 X y 轴 控 团 志 
可 使 运算 比较 简便 。 

(4)， 列 平衡 方程 式 求解 。 

取 上 面 表格 懂 向 各 项 代数 和 为 零 , 即 
为 平衡 方程 式 ， 因 此 检查 每 一 横行 。 先 
寻找 某 一 行 中 有 已 知 力 目 未 丰 呈 只 有 一 个 
的 方程 ， 先 行 解 出 顺 次 在 行 尾 注 出 解 
方程 先后 的 序号 , 在 考虑 下 一 行 时 , 上 
一 行 中 的 未 知 量 已 转 节 为 已 丰 量 逐个 解 
方程 式 ， 直 至 全 部 解 完 。 若 找 不 到 只 含 


有 一 项 未 类 量 的 横行 则 必须 考虑 几 个 横 
行 联 立 求解 。 


依次 列 出 的 平衡 方程 式 如 下 : 
>M.(F)=0 

2G— Fcos45°.2V2 =0 
得 fyb = G=20kN 

2M,(F)=0 


2G— Fe coS43 :4+ Fs cos43 :2V2 =0 


©°_ VG=20V7 kN 
cos 45 
=28.28kN 
之 已 ,=0 
F, + Fsp .Sin“4S =0 


得 ,=F = 20:31N =—10kN 


>F=0 
太一 Ar cos43 + :Sn43 cos45 =0 

得 fF = Fys cos43 — PF, :sin45° cos45° 
=(20-10)kN =10kN 

>F.=0 

F—-G—Fr:sSIn43 -Fr cos45 =0 

得 f= G+ Fe :sin45° + Fs, cos45° 
-(20+20+14.1KN = 54.14kN 
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起 重 架 ABC 分 离 


< > 


AT 
-on 


Na 
和 






pr 7) 


《c 


RCR 
人 
一 一 一 一 一 





:一 全 一 | 





全 


Q 





O 〇 


A48D 为 两 直角 边 均等 于 4m 的 直角 三 角形 底面 分 别 加 力 长 
2m、 2vV2m 的 正方 形 。 






| 
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几 晴 
又 泉 // 


在 机 械 工程 中 ， 常 把 空间 的 受 力 
图 投 彩 到 三 个 坐标 平面 ， 画 出 三 
个 视图 ( 主 视图 、 俯 视图 、 侧 视 
图 ), 这 样 ,就 得 到 三 个 平面 力 系 ， 
分 列 列 出 它们 的 平衡 万 程 ， 同 样 
可 以 解 出 所 求 的 未 知 量 。 这 种 将 
空间 问题 转化 为 三 个 平面 问题 
的 村 伦 广 法， 就 称 为 空间 问题 的 
平面 解法 。 


各 作用 力 在 坐 慰 面 上 的 投影 再 在 某 灿 上 的 投 哆 即 

为 宝 间 状态 下 力 对 同 轴 的 投影 这 种 云 算 过 程 碗 是 二 

次 投影 污 因此 殉 平 衡 方 程 中 的 必 影 方程 而 言 ， 在 空 

间 状 态 直 接 列 贞 外 在 投影 下 上 间接 列 由 是 完 竺 团 的 . 在 三 个 

投影 面 内 列 出 全 部 的 投影 方程 是 入 个 , 但 是 其 中 三 个 是 
重复 的 ， 独立 的 投影 方程 仍然 是 三 个 。 


计算 空间 问题 的 力 对 轴 的 算 , 按照 定义 ， 本 性 光 等 
于 力 在 与 轴 垂 直 的 平面 为 的 投 景 Xj 抽 与 平 EE< 点 之 拭 ， 
例如 在 yz 平面 内 户 对 坐标 原点 O 之 矩 即 为 力 F 对 X 
轴 的 和 矩 . 因此 空间 力 系 的 三 个 主 矩 方程 , 正好 可 以 在 三 个 投 
影 面 内 有 7 出 , 所 以 , 如 了 解 并 掌握 这 个 方法 解 平 面 可 题 浆 等 
于 解 空 间 问 题 。 空 间 问 题 融 变 为 三 个 平面 问题 的 组 合 . 


本 去 特 中 百合 解决 轮轴 类 构件 的 空间 受 力 分 析 i5 题 , 这 正 
是 本 章 所 要 重点 解决 的 问题 。 





有 一 起 重 贸 车 的 
鼓 轮轴 如 右 图 所 
示 。 已 知 C=10kKN， 
AD=DE=30cm，EB=20cm，,， 大 齿轮 半 
径 R =20cm, 在 最 高 处 E 点 受到 力作 用 ， 
无 与 齿轮 分 度 圆 切线 之 夹 角 < =20", 鼓 
轮 半 径 r =10cm, A B 两 喘 为 j 心 轴 我 
试 求 轮 具 上 的 作用 力 元 以 及 A B 两 轴 
承 的 径 向 压力 。 


(1) 取 轮 灿 为 研究 对 象 ， 
并 画 出 已 的 分 离 体 在 三 个 从 慰 
平面 上 的 投影 受 力 图 , 一 个 空 
旧 力 系 的 9 题 束 转化 帮 二 个 平面 力 系 
问题 。 本 题 之 平面 为 平面 任意 力 系 问 
题 yz 与 Xy 面 册 为 平面 平 行 力 系 问题 
WO) 按 平 面 力 系 的 可 解 条 促 系 个 分 
析 三 个 投影 受 力图 , 对 符合 可 解 条 件 
的 先行 来 解 。 本 题 从 并 平面 先 解 。 
在 每 个 方程 下 前 需 标 明 所 属 平 征 的 
标识 符 。 
Xxz:2>M,(F)=0 
F.:cosa:R—-G:r=0 
少 号 F -G 


r 
Reosa 
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20xcos20 
， 解 出 /之 后 再 回 昧 yz、xy 平 面 受 力图 
就 全 部 符合 可 解 条 伴 , 现 按 顺 序 求解 
yz:2 MM, (PF) 一 0 
F,.:AB-—-G(BE+ED)-F,sing:BE=0 
得 _ G(BE+ED)+Fsing:BE 

本 人 Az 一 4B 

_ 10x(20+30)+5.32xsin20 x20 
80 


kN = 5.32kN 


kN 


=0.7kN 
yz:2ZPF =0 
F .+F,—-Fsma—-G=0 
得 fa; =Fsing+G-F, 


=(5.32xsn20 +10—6.7)kN 
=5.12kN 
Xxy:2> M,(F)=0 
FAB-—F cosa:BE=0 
_ Fcosa:BE 
”48 
5.32xcos20 x20 
| 80 
XxXy:2ZF =0 
Fr cow=Lr =P, S| 
得 fs = cose -RF 
= (5.32xcos20 —1.25)kN 
=3.75kN 


kN =1.23KN 





空间 力 系 一 空间 力 条 月 通 的 十 面 碘 法 。 冯 


曲轴 AB 两 端 ， 
装 有 两 个 向 心 轴承 
在 曲轴 E 处 作用 一 
力 F=30kN, 力 F 作 用 线 在 垂直 于 AB 
轴线 的 和 本 二 和 与 事 绪 且 & 天 角 a =10"。 
在 由 轴 B 端 贱 有 有 联 轴 器 , 其 端面 有 力 偶 MM 
作用 而 平衡 已 和 由利 x 岳 敌 面 与 水 平面 


所 成 夹 角 p =60， 4C=CH = HB=40em, 


试 求 力 偶 矩 M 的 值 及 轴承 AB 的 约束 反 


=3.8567 kN:m xXxy:2>M,(F)=0 


(1) 作 和 两 分 离 体 也 信 时 9 xz:2 ACEDJ=0 F .AB_Fsino Es -0 
受 力 图 如 上 图 b 所 示 。 注意 0 
力 偶 M 只 在 侧 视 图 HE, 在 = 2 a pfsing 
空间 力 系 中 yz 平面 上 的 力 偶 只 对 x 轴 有 pp -easa 本 
和 矩 。 力 偶 M 对 y 轴 和 z 轴 无 矩 。 本 
JW 根据 平面 力 系 的 可 解 条 件 , 7 出 区 coS10 -2 .6KN 
各 视图 平面 力 系 的 平衡 方程 式 如 下 号 ee 
yz2: EM (F)=0 taTF =0 
M-F.:sin(90° -DO+o):CD=0 oy 
M=F:cos(09—-0a):CD=0 


+Fs,—r snag=0 


Fsina 

7 日 

下 三 一 一 三 2.OKN 
_ Fceosa 集 和 2 


M =30xcos50 x20KN.cm 7 
=385.67 kN.:cm =14.77KkN 


on 





« 空间 力 系 一 个人 >» 


A 
空间 轧 系 平衡 问题 的 两 项 基本 运算 国 如 九 对 轴 之 算 ”有 ei ee 


X 


BN 


是 力 使 物体 绕 放 轴 转 动 效应 的 度量 


力 在 空间 直 


一 力 对 轴 之 矩 
的 投影 计算 的 计算 若 力 与 轴 共 面 ， 则 
力 对 轴 之 矩 为 地 . 


直 搁 圾 十 算 力 在 平面 与 坐 

标 轴 上 的 投影 为 力 与 力 和 平 若 力 与 轴 空 间 交 错 

则 空间 力 对 轴 之 矩 即 
为 力 在 垂直 于 轴 的 平 
面 上 的 投影 对 轴 与 投 
影 平 面 交点 之 矩 ， 


AD Te 放生 [ 关 多 I 另 一 种 半 算 号 将 
rh ) 空间 力 沿 X X z 三 轴 方 向 分 解 


其 中 每 一 次 投影 的 作法 都 与 

言 接 法 相同 得 E、、 开 三 个 分 力 。 三 个 分 
力 对 灿 的 窍 的 人 数 和 瓯 等 于 力 F 
对 该 轴 的 矩 。 





将 物体 连同 物体 .上 的 作用 

力 一 起 向 坐标 平面 作 投 影 ， 

A EE 
直接 利用 空间 力 三 个 平面 任意 力 系 问题 来 
志 。” 这 就 是 空间 问题 的 平 

对 的 六 个 平衡 产程 站 间 j 器 题 的 平面 


ww 和 
站 





HH 
S 


| 
> 地 球 的 引力 


地 求 上 的 物体 都 受 地 下 和 吸引 , 在 地 
球 才 面 秆 近 的 一 个 有 限 空间 , 地 下 


物 梢 硼 力 是 与 物体 方 位 无 关 的 党 
力 。 这 个 引力 称 汶 物体 的 重力 。 


何方 位 时 ,其 
重力 G 的 作用 
线 始 终 通 过 一 
个 确定 的 点 C 
于 汶 重心 ) 。 


SS 


》 


进一步 细 册 文 种 引力 ,可 | 镶 物 (本 看 作 是 由 许 纯 多 
部 分 , 即 由 无 数 个 质点 组 成 物体 内 各 点 都 受 


力 的 合力 。 半 物体 处 于 人 可 方位 时 , 物体 
重力 的 作用 线 始 终 击 寸 一 个 请 定 的 所 
个 点 胞 是 物体 重力 的 作用 点 , 称 
为 物体 的 重心 。 


在 工程 实践 中 确定 物体 的 重 ' 必 人 置 具 
有 很 重要 的 意义 。 便 避 起吊 机 器 或 零 部 件 ， 
趾 钧 必须 位 于 被 吊 物体 重心 的 正 上 方 ， 以 傅 下 忆 
吊 后 例 寺 移 体 的 平衡 (左下 图 上 。 机 械 中 电机 转 
子 、 冲 末 飞 辊 等 旋转 零件 的 设计 、 制 造 与 安 洋 都 要 
求 忆 的 量 避 全 坷 用 绕 上 以 性 | 超 后记 而 顾 开 ] 析 机 
混 疑 十 后 痢 几 等 又 要 水 转动 BP 分 的 醒 心 仿 离 转轴 一 是 距 遍 , 
才能 发 挥 预期 的 作用 。 汽车 飞机 、 轩 i 锤 的 重心 位 置 ,对 
其 行驶 环行 阴 所 下 | 生 有 直接 的 曲名 ,至 于 来 平面 必 开 维 百 E 
心 ， 则 更 是 力学 中 常 遇 到 的 。 





过 
SSAANNRRNNN 


所 \o 


I 一 ES 
担 水 时 ,一般 先 要 试 一 
试 整 作 B 了 的 重心 可 那里 年 
衡 点 ) ， 这 个 点 ， 就 是 前 后 
两 桶 水 重力 的 会 力 的 作用 点 。 
整个 担子 的 总 重力 就 作用 在 


肩膀 不 作用 
py 于 此 点 , 担 
吊 钧 必须 , 从 子 将 不 会 平 


位 于 型 DC 衡 , 便 不 能 
的 上 上方 担 水 丽 行 。 


融 是 各 点 重力 的 合 
九 物 相 寻 前 | 包 
氮 《C 科 为 重心 。 





K、 重心 一 和 童心 和 六 心 的 生 畦 公式 > 


设 有 一 物体 (上 图 )， 将 它 分 成 午 妇 赂 站 部 分 , 每 一 微小 
部 分 所 受 的 直 殷 | 力 为 AcC， 对 地 天 于 醒 什 厂 的 一 般 物 体 ， 
这 引力 红 戎 4 力 系 可 看 证 一 个 | 四 平行 力 系 , 这 个 平行 力 系 
的 合力 的 大 小 即 为 物体 的 重力 。 


坐 
标 
值 
由 
合 
力 
息 
定 
理 
得 


个 平行 力 系 合 力作 用 点 
即 为 物体 的 重心 C， 贡 CC 点 
的 位 置 坐 标 为 Xe、Jjc、zc。 
这 些 坐 标的 值 可 由 合力 窍 定 
理 求 得 。 


对 y 轴 求 矩 : M,(@)=>M,(AG, 
CD 三 二 AGC .xX 


得 二 2ZAO /GG (1 a) 


ye=2AG :yy,/G (1 b) 


根据 重心 的 概念 , 将 物体 连同 坐标 轴 转 ij 过 90 而 使 之 平面 
成 为 水 平平 面 ， 将 重力 G 及 Ac, 对 X 轴 求 矩 。 


同样 得 ZAG 2 7G (10) 





人 重心 一 重心 和 形 心 的 从 村 公式 》 


人质 薄 平板 重心 坐标 公式 : 


如 果 物 体 为 匀 质 知情 的 湾 
平板 ， 取 平板 对 称 面 为 Xy 
平 图 见 左 图 ， 基 每 一 部 分 
的 :为 过 所 以 和 也 等 于 地， 
清平 板 的 重心 驳 在 其 X 章 面 
内 期 的 放 汪 菇 此 只 有 两 册 
又 因 等 齐 平 板 的 面积 与 其 体 
识 成 正比 ， 故 却 (2) 中 的 
体积 可 换 以 面积 代 共 ,由 此 
可 得 : 
由 左 式 可 知 0 : 

匀 质 物体 的 重心 Ad 

位 置 与 物 休 8 重 9) 

ed Le 板 的 厚度 很 落 , 忽略 厚度 

人 败 钱 心 又 J 下 上 旦 于 2S 2 厚度 和 溥 ， 有 时 及 

称 形 心 。 形 心 就 hr 丰 计 ， 则 平板 为 下面 图形 , 此 

是 物体 JW 大 时 是 的 形 心 坐标 公式 、 轩 式 Bhwp9g 妈 标 公式 


的 中 心 例 必 [ 圆 主 ek $« 
a 3) 中 ，>A4 .xx = 4xc 称 为 面积 天 
有 球 鸭 形 心 珊 征 球 静 窟 面积 a a 
心 。 这 里 应 注意 重心 是 物理 概念 , 而 形 心 是 川中 念 只 的 一 次 矩 ^A4 = 和 总 称 为 面积 对 X 轴 的 静 


当先 体 是 匀 质 的 ， 形 心 和 重 寺 重 人 在 一 起 , 若 用 两 种 不 同 

比重 的 材料 制 成 稳 尘 并 全 成 为 一 个 辐 球 那么 这 个 者 9 重 心 , pr 

珀 形 心 就 不 在 同一 点 上 。 -a 图 形 对 通过 形 心 es J I 
的 轴 的 静 矩 为 要 。 YM 





分 割 法 (解析 法 ) 对称 法 。 平衡 法 



















一 人 人 人 人 人 一 六 


上 了 PT 术 的 形 定 物体 重心 和 形 
心 的 坐标 公 却 。 是 确定 重心 和 形 
心 位 置 的 基本 公式 。 下面 是 几 种 
常用 的 确定 重心 位 置 的 方法 。 





体积 形 心 坐标 公式 ， 由 式 (2 ) 可 得 















式 中 4V、d 4 为 体 元 及 面 元 。X、y、z 则 为 体 元 或 面 元 
的 位 置 坐标 , 利用 式 由 、 式 (5) 可 求 得 /Uf 可 形 体 的 形 
心 坐 标 ， 此 法 称 为 积分 法 。 

这 是 计算 形 心 的 基本 方法 。 


求 基本 规则 形体 的 形 心 时 , 可 将 形体 分 害 拨 
无 限 多 卉 | 癌 卜 形体 ,在 此 极限 第 兄 下 , 式 B3) 
即 可 写成 定 积分 形式 。 
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ee 
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97 
Re 


常用 基本 几 
信 王 的 形 心 位 
放置 可 三 腾 设 计 


“Cc 43Rh 


py =PGBR- 有 D 





钢 稚 面 形 心 的 位 
置 , 钥 崩 4 贺 角 可 
近似 地 当 作 直 角 
一 个 复杂 形体 分 割 为 有 a 
限 个 基本 形体 的 和 或 差 ， 应 
用 形 心 坐标 公 \ 式 求 出 复杂 形 
体形 立 的 万 法 ， 了 玫 万 法 积 为 痪 交 要 形 分 类 j 吕 艇 | 和 外 箭 | |。 选取 角钢 两 边 为 
组 合法 或 有 限 分 割 法 。 Xx、 y 轴 。 
算 形 | 面积: 4=110mmxl0mm=1100mm” 
其 重心 位 置 : m=mm, = mm 
5 同 矩形 中 的 面积 : 么 -60mmxlomm-600mm 
mos eed 其 重心 位 置 ; 多 =40mm， 六 =5mm 
形体 组 合 而 成 而 每 个 堂本 形体 的 形 应 用 式 (3) ， 将 各 坐标 值 代入 ， 可 得 
心 位 置 又 是 已 知 的 , 则 辣 光 此 复杂 形体 ed 
分 害 成 几 个 基本 形体 , 应 用 式 Q) 、 式 A 007600 
3) 通过 有 了 RR 项 的 对 水 出 E 的 形 心 。 =17.4mm 
如 有 一 形体 为 一 基本 形体 中 挖 去 另 Ay Ay+h4y, 1100x55+600x5 
一 个 基本 形体 h 玉 五 瑟 人 只 需 属 入 控 形体 的 体积 避 Do 
只 看 作 负 值 , 仍然 可 应 用 全 成 的 方法 求 出 复杂 形体 而 从 型 钢 表 中 查 得 ,此 截面 的 形 心 坐标 为 x=172mm, 


的 形 心 S yc=37mm， 可 见 忽 略 圆 角 所 产生 的 误差 约 为 1%。 





试 求 打 桩 


机 中 偏心 块 
具有 对 秋思 


如 辕 尹 I 纪 
已 知 R=10om, 
FM pm 

对 于 勺 质 物体 ， 若 在 几何 体 .上 

具有 对 称 平 面 、 对 称 轴 与 对 称 中 

心 ， 则 此 物体 的 重心 必 在 此 对 称 

平面 、 对 称 轴 或 对 称 中 心 上 ，。 
































rr 
irs 
SI 2 “A 
(LUD oy 
具有 对 称 平面 



















将 偏心 块 看 作 是 由 三 部 分 组 成 : 

(1) 半径 为 R 的 半圆 面 4; 

(2) 半径 为 ”的 半圆 面 4 

G) 挖 去 半径 为 的 圆 面积 4，4 的 面积 应 以 负 值 表示 , 取 
原点 在 圆心 的 坐标 系 XOy。 因 *，%,*% 均 等 于 零 ,所 以 X=0 
4R 40 


2 
4 = 一 = 二 xl102?， = 
加 1 3T 3 
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如 物体 具有 两 个 x 岳 徊 , 则 重 0 若 物 体 
有 两 根 对 称 轴 ， 则 重心 就 在 此 两 轴 的 交 
因 关 时 X 戎 平面 臣 x 岳 轴 X 拉 中心) ， 人 其 两 侧 册 微 







A =-nr =—nx1.7 =—2.89n, y,=0 


代入 式 (3) ， 可 得 







10 X40 Tx d+0 省 间 队 总 居 藻 握 等 路 存在 ,因此 对 于 x 手 宇 面 戈 x 撒 轴 、 7 各 
ME a eat 本 D 而 言 存 企 一 个 也 端 闭 区 E 引 插 在 一 件 上 前 堪 团 E 
4 A4+4+4 + 助 明 本 生 撒 肖 ， 物体 对 于 Xx 括 守 面 区 7 划船 、X 事 中 心 的 总 静 


二 x10? Pe a 
2 2 







% 是 零 所 以 物 | 相生 必 就 证 指定 面 对 秽 巴 中 心 上 
在 网 二 中 , y 轴 六 撕 旨 ,所 以 重心 坐标 x 必 为 零 ; 对 于 4 而 襄 
圆心 0 为 图 形 的 对 称 中 心 ， 故 和 4 的 重心 (就 在 0 点 。 






=4cm 





"159 % 




















对 于 形状 复杂 的 零件 、 
体积 庞大 的 物体 以 及 由 许 
多 构件 组 成 的 机 械 ， 常 用 
此 法 确定 其 重心 的 位 置 。 









如 物体 的 形状 不 是 由 基 
本 形状 组 成 ,或 过 于 复 厅 ， 
或 质量 分 布 不 匀 ， 则 其 重 
心 常用 实验 法 来 确定 。 














例如 连 杆 , 其 本 身 具有 

两 个 相互 垂直 的 纵向 对 各 

VN ER 人 珊 

QD p= == 
AB 上 ( 左 图 ) 。 其 重心 在 x 

轴 上 的 位 置 可 用 共有 定 










对 于 形状 复 末 的 注 平 
板 , 求 形 心 位 置 时 常 采 
用 此 法 , 将 板 悬 挂 于 任 
一 点 人 ( 左 图 ) ,根据 二 























入 < 人 时 先 称 出 连 杆 重量 G, 然后 
力 平衡 条 件 , 采 知 板 重 > 
力 洱 需 朵 地 在 同 直线 另 一 端 支承 于 磅 冬 上 ,使 中 
上 , 故 形 心 一 定 在 铝 和 


心 线 AB 处 于 水 平 位 置 , 读 出 硝 平 上 读数 Fs, 并 量 出 两 支 










霸 重 9 延长 线 AB 上 . 重 点 间 的 水 平 距离 |， 则 由 

复 施用 上 法 , 将 板 悬 挂 于 另 一 点 D, 平板 的 重心 必 在 过 D 点 FM,(F)20 
可 得 Fas:l—-Gxe=0 

局 由 此 算出 x.=fs:1/G 


” 160， 


第 一 次 利得 读数 F\,, 可 由 下 式 


XCc 
由 图 a 得 


/NY j 卖 数 Fa， 可 由 下 式 


=- 严 .0D1G 


汽 革 的 重心 位 置 对 汽车 行 驳 的 
稳定 | 生 是 一 项 重要 的 参数 因此 
弃 制 后 必须 由 E 其 重心 人 位置, 汽车 
重心 的 X Ye 丈 三 个 位 置 坐 慰 可 
通过 三 次 和 后 测定 如 下 图 所 不 


次 利得 读数 F _， 并 有 倾斜 沁 


/ 
Xr 一 Xr COS CW 
SIN OQ 


/为 车 轮 半 径 


tanw =h/a 










三 次 称 得 读数 
, i 
Xc， 由 下 面 填 算得 到 
重心 的 坐标 zc。 






















很 明显 ,zc =y+s* 在 直 
角 ACWH 中 ,CH=s，, 而 
另 一 直角 边 WH 可 以 下 出 
通过 直角 ADHE 中 ， 


DH = xc 


x 


由 





U CC 
故 WH -地 _HE 






前 ) 这 A “利用 
三 角 函 数 关系 可 得 









AN As 


| 汽车 积 重 放大 图 


多 - 本 
o> pa 重心 的 求法 本 


应 用 合力 窍 定 理 可 以 确定 。 


物体 形 


状 比较 这 类 基本 形体 的 重心 位 置 可 
需 风 [和 ”Ch 在 工程 手册 中 直接 查 取 . 
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其 重心 位 置 可 用 有 限 分 割 法 
计算 求 出 。 


9 一 般 采 用 实验 法 再 明定 重心 
复杂 或 体 位 置 。 
积 庞 大 时 
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